Amérique du Sud Novembre 2010
Exercice 1 Commun a tous les candidats 5 points
On admet que & et “sont deux droites non coplanaires, il existe urigug droiteA perpendiculaire @ etZ . SiA coupez en le
point | etz en le point J, la distandé est appelée distanceZ et .
L’espace est rapporté au repére orthonof@ali , j ,k ).
X=-t

On notez la droite des abscisseszt la droite de représentation paramétr  y=3+ 3t,t O R.

z=1-t
. Justifier que les droit&g et “ne sont pas coplanair
. On considére la droit& perpendiculaire commune 2 et2 " Prouvergu'il existe deux réeldb et c tels que le vecteur

w=b j+ ck soit un vecteur directeur de
a. Vérifier que le plas? d’équation : — 3 + z= 0 est un plan contenant la drdite
Déterminer les coordonnées du poinhtérsection J de la droZ “et du plaw? .
Justifier que la droite passant phrde vecteur directe W est sécante & en un point | et gu’elle est la perpendiculz

ommune & et

1
2
3
b
c
c
d En déduire la distance geag”.

Exercice 2 Candidats n'ayant pas suivi Enseignement de spéciali 5 points
Le plan est muni din repére orthonormal dire(O ; u, v).

Soit A, B et P les points d’affixes respectiees 5 + 5i,b=5 -5 efp = 10.
On considére un point M, distinct de Oaffixe z.

On note U le point d’affixel, image du poinM par la rotation R de centre A et d’angle de mesu*ré;.

On note T le point d’affixé¢ , image du poin# par la rotation R de centre B et d’angle de mesuge

Soit D le symétrique du point ldar rapport a (

1. Démontrer que l'affixe du point @stu =i (10 —2) ; exprimer en fonction de I'affixe du pointT puis justifier que le
quadrilatére MUDT est un parallélogramute centre C
2. Déterminer 'ensemblE des points Mi’affixe ztels que :z z—5 z-5 z= 0.

Justifier que le quadrilatere OAPB est inscrit dr".
3. On suppose que le point &4t distinct de O, A et P. Les pointsM et U sont donc distincts deux a de

. . C u_u
a. Démontrer que les points O, M etsdnt alignés si et seulemer — ==
zZ z
b. Démontrer que les points O, M etsdnt alignés si et seulemer M appartient .
4. Déterminer I'ensemble des points ddi plan tels que MU soit un triangle isocele en Quelle est dans ce cas la nature

quadrilatéere MUDT ?
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5. Déterminer I'ensemble des nombres complexésls que— soit un imaginaire pur. En déduire la nature dadyiatere
z

MUDT dans le cas ou M est un point de la droite)(@i/ée de O et P.
Prouver finalement qu'il existe une unique positihnpoint M tel que MUDT soit un carré.

Exercice 2 Candidats ayant suivi I'enseignement d&pécialité 5 points
Pour tout entier naturel supérieur ou égal & 2, on pose)& n* + 1.
L'objet de I'exercice est I'étude des diviseursmiers de Af).
1. Quelques résultats
a. Etudier la parité de I'entier A(11).
b. Montrer que, quel que soit I'entiar A(n) n’est pas un multiple de 3.
c. Montrer que tout entiedt diviseur de AQ) est premier aveg.
d. Montrer que, pour tout entierdiviseur de Af) : n®= 1 modd.
2. Recherche de critéres
Soitd un diviseur de Af). On notesle plus petit des entiers naturels non futisls quen*= 1 modd.
a. Soitk un tel entier. En utilisant la division euclidiendek pars, montrer ques divisek.
b. En déduire qusest un diviseur de 8.
c. Montrer que si, de plusl, est premier, alorsest un diviseur dd — 1. On pourra utiliser le petit théoréme de Fermat
3. Recherche des diviseurs premiers dr)Alans le cas of est un entier pair.
Soitp un diviseur premier de A]. En examinant successivement lesszad,s = 2 puiss = 4, conclure qup est congru a 1modulo 8.
4. Dans cette question toute trace de recherche, midécoenpléte, sera prise en compte digsaluation.
Appliquer ce qui précede a la recherche des dixgsgiemiers de A(12).
Indication : la liste des nombres premiers congrismodulo 8 débute par 17, 41, 73, 89, 97, 113, 13

Exercice 3 Commun a tous les candidats 5 points

Un internaute souhaite faire un achat par l'intadiaée d’Internet. Quatre sites de vente, un fragan allemand, un canadien et un
indien présentent le matériel qu’il souhaite acgjuérexpérience a montré que la probabilité quiilise chacun de ces sites vérifie
les conditions suivantes (les initiales des pagiént les événements « I'achat s’effectue dapays ») :

P(F) = P(A), P(F) % P(C) et P(C) = P().
1. Calculer les quatre probabilités P(F), P(A), P(CP@ ).
2. Sur chacun des quatre sites, I'internaute peuttache supplément pour son matériel. Ses expésemexédentes conduisent
a formuler ainsi les probabilités conditionnellesat événement, noté S :
Pe(S)=0,2 ; R(S)=05 ; R(S)=01 ; R(S)=04

a. Déterminer P($) A).

17
b. Montrer quep(S) =—.
quen(S) 50

C. L’internaute a finalement acheté un supplémenteidéiner la probabilité qu'il I'ait acheté sur léescanadien.
3 Sur 1 000 internautes ayant acheté ce maténel,établi la statistique suivante :
Sites européens Site canadien Site indien
Effectif d’acheteurs 335 310 355
k=3 1)2
a. On note respectivemeht, f , etf 5 les fréquences associées aux effectifs précéd@ntpose d?= E (fk —gj .
k=1

Calculerd? puis 1000d 2

b. On simule 3 000 fois I'expérience consistant & tine nombre au hasard parmi {1 ; 2 ; 3} avec émqbpbilité. Pour chacune

de ces simulations on obtient une valeur de T0Woici les résultats :

Minimum | Premier décilg Premier quartije Médiane iSieme quartile] Neuvieme décile Maximum
0,000 5 0,076 3 0,2111 0,488 45 0,940 1 15104 92%6

Au risque 10%, peut-on considérer que le choix ditmeuropéen, nord-américain ou asiatique seléarhaniere équiprobable ?
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Exercice 4 Commun a tous les candidats 5 points

1 2 AX
Le but de I'exercice est de donner un encadremenbdnbre | défini par:J. dx.

0
Soitf la fonction définie sur [0 ; 1] pdr(x) = 1(1

X
1. Etudier les variations desur [0 ; 1].
2. On pose, pour tout entier naturgl S Z f [%) .
k=0
- . : 1.(k 5 e
a. Justifier que pour tout enti@rcompris entre 0 et 4, on a=:f | — | <
5 \5 ko 1+x

Interpréter graphiqguement a I'aide de rectanglesriégalités précédentes.

1 X
b. En déduire que:l84s dx < l(85—1).
5 o 1+X 5
C. Donner des valeurs approchées & 1prés de Set de S respectivement.
1 X
dx <1,164.

En déduire I'encadrement : 1,0ﬁlj

0

2

3.a. Démontrer que pour tout réede [0 ; 1], on a i =1-x+ .
1+x 1+x

1
ex

o 1+X

1
b. Justifier I'égalitéj dx = I @-x)e* dx +1
0

1
C. Calculerj (@-x)e* dx
0

1 2 X
P X-e
d. En déduire un encadrement de II:
0

X <

_lf(k+1j
5

5

dx d’amplitude strictement inférieure & 10

Amérique du Sud Novembre 2010

3



CORRECTION

Exercice 1 Commun a tous les candidats 5 points

1. Soit M le point d'intersection d# etZ’, alors MOZ donc a pour coordonnées;(0 ; 0)
X=-t Xx=-t Xx=-t

M 02, donc il existe un réeltel ques y =3+ 3t donc on doit avoir 0=3+3t = < t=-1
z=1-1t 0=1-t t=1

ceci est impossible donc les drof2®tZ “n’'ont pas de point d’'intersection donc sont noplacaires.

2. Un vecteur directeur d& est de la formew=ai+b j+cKk, il est orthogonal & vecteur directeur d& doncw.i = 0 soit
a= 0 donc il existe deux rédieetc tels que le vecteuw = b j + ¢ k soit un vecteur directeur de
Un vecteur directeur d& est de la formew=b j+ c k, il est orthogonal a1 (— 1 ; 3 ; — 1) vecteur directeur @donc w. u = 0 soit

3b—c =0 doncc = 3b. Un vecteur directeur de est le vecteuw = j + 3k

3.a. Tout point M dezr a pour coordonnéeg { O ; 0), ses coordonnées vérifient ¥ 3 z = 0 donc tout point M de la droi
appartient au plagg Le plan® d’équation : — 3/ + z= 0 est un plan contenant la drcgte

Xx=-t
b. JOZ donc il existe un réeltel quey y =3+ 3t, J appartient au plaf donc ses coordonnées vérifient y 8z=0
z=1-t1
x=0,8
donc-3(3+3)+1-t=0s0it—8—-10=0 dona =- 0,8 donc J a pour coordonnéeg =3-3x 0,8
z=1+0,8
soit J a pour coordonnées (0,8 ;0,6 ; 1,8).
x=0,8
C. La droited passant par J, de vecteur directeum pour représentation paramétriqug =0,6+t avect 0 IR,
z=1,8+ 3t

w n’est pas colinéaire & donc cette droite nest pas parallét@ donc lui est sécante.

Sit=-0,6, le point d& a pour coordonnées (0,8 ; 0 ; 0) donc appartient a

La droited passant par J, de vecteur directeuest sécante@ en un point 1(0,8 ; 0 ; 0)

w est orthogonal & et au doncd est perpendiculairezi en | et & “en J dond est la perpendiculaire commung &t

d.  Ladistance d@ a2 est égale a 1J, f= (0,8 - 0,87+ 0,6°+ 1,8°= 3,6

Exercice 2 Candidats n’ayant pas suivi I'enseigneemt de spécialité 5 points
1. La rotation R de centre A et d’angle de mesurcg—a pour expression complexe- a = e_iE (z—a)
soitZ—a=—i@Z-a)doncz=—iz+a(l+i)=—iz+5 (L +ior(1+i)>=2idoncZ =i (10 -2)

U image du point M par la rotatiomyRle centre A et d’angle de mesureg—a pour affixeu =i (10 -2)

La rotation R; de centre B et d’angle de mesugea pour expression complexe- b = e (z—Db)

soitZ—b=i(z-b)doncz=iz+b(1-i)=iz+5(@ -ifor(1-if=-2idon =i (z- 10)

I'affixe du point T est =i (z— 10)

D est le symétrique du point M par rapport a O donest le milieu de [MD].

t=1i(z—10) = —u donc U est le symétrique du point T par rappd®t @onc O est le milieu de [TU], les diagonales [MB]TU] du
guadrilatére MUDT ont méme milieu O donc le quadéte MUDT est un parallélogramme de centre O.

2.  Soitz=x+iyavecxetyréels,zz-5z-5 20 = zz-5(z+ 3=0 = x?+y?—10x=0< (X—5)2+y?=25
doncr est le cercle de centt2 (5 ; 0) de rayon 5.

Q est le milieu de [OP] 2O = QP =5 donc O et P appartiennerit a

QA?=(5-5fF+5%=25donc AOT

OB?=(5-5f+(-5)°=25donc BOT

Le quadrilatere OAPB est inscrit dans
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3.a. les points O, M et U sont alignés si et seulemiihegiste un réek tel queOU =k OM < u=kz = u OR = u =£_
z z z
b. u=i(10 -2 doncu =—i(10-2)
les points O, M et U sont alignés si et seulemb&sg cUZ=UZ-i (10-2 z=—i (10 —E) z- (10-2 z=- (10 —E) z

zZ z
= (10-2 2 +(10-2)=0< 10z-22z +102—22=0- 10z +102-22 2=0= zz-5 z-5 z= 0 = M appartient .

4. Le triangle OMU est un triangle isocéle enkOOM =0OU = |z|=]i(10 2 | = |z]|=]|-i€&—-10) |

= |z|=]|-i||£-10)|= |z|=|z-10|= OM = OP = M décrit la médiatrice de [OP]

le quadrilatére MUDT est un parallélogramme deree@t quia les diagonales de méme longueurs (MD = 2 OM = 2=0WIT) donc
est un rectangle.

5. Y estunimaginairepur 2=-2 c UZ=-Uz<i(10-2 z=i(10-2)z (10-2) z =(10-2) 2
z z

INIc I

=~ (10-2) 2z -(10-2)=0< 10z-22 —-102+ 22=0< 102 +10z2=0= z+ 2 =0 x=0

M # O et Mz P doncE est un imaginaire pus M appartient a (O\}) privé de O et P
z

Si M est un point de la droite (OP) privée de ODeEIaLIorsE est un imaginaire pur donc I'angl®©W , OU) est droit donc les
z

diagonales du quadrilatéere MUDT sont alors perpandires entre elles.
Si M est un point de la droite (OP) privée de CPefalors le quadrilatere MUDT est un parallélograande centre O gua ses
diagonales perpendiculaires entre elles donc ekisamge.

MUDT est un carré= MUDT est un rectangle et un losangeM appartient la médiatrice de [OP] et M est umpde la droite (OP)
privée de O et - M = Q de coordonnées (5 ; 0)

Exercice 2 Candidats ayant suivi I'enseignement dspécialité 5 points
l.a. A(11)=11"+1 or 11= 1 mod 2 donc 14=1 mod 2 donc 14+ 1= 0 mod 2, donc A(11) est pair.

b. Soitn un entier naturel, alors s@iz 0 mod 3, en*=0 mod 3 donm*+ 1=1 mod 3

soitn=1 mod 3, en*=1 mod 3 dono*+ 1= 2 mod 3

soitn =2 mod 3 ou encone=— 1 mod 3, dona*=1 mod 3 dono* + 1= 2 mod 3

dans tous les cas’ + 1 n'est pas congru & 0 modulo 3 donc quel gitdesatiern, A(n) n'est pas un multiple de 3.

C. A(N)—n*=1ouencore A) x 1 +nx (—n®)=1

Soitd un diviseur de Af) alors il existe un entier relatiftel que Aq) =dqdoncdq+nx (-n®) =1

donc il existe deux entiers relatifisetv (u = q etv = —n?) tels qued u + nv = 1 donc d'aprés le théoréme de Bézdugtn sont
premiers entre eux

d. Soitd un diviseur de Af) alors il existe un entier relatiftel que AQ) =dq
doncn?+ 1 =d qdoncn®+ 1= 0 modd oun*=— 1 modd donc, pour tout entiat diviseur de Af) : n®= 1 modd.

2.a. Dans la division euclidienne @egars, il existe deux entiers relatiégetr tels quek=sq+r avec O<sr <s
alorsn*=n%*"=n%xn" orn®=1 modd doncn®® = 1 modd doncn*=n" modd

k est un entier naturel tel qué = 1 modd doncn®= 1 modd, or 0< r <sdonc sir # 0 alorss ne serait pas le plus petit des entiers
naturels non nulk tels quen® = 1 modd ce qui est impossible domc= 0 doncs divisek.

b. Pour tout entied diviseur de Af) : n®= 1 modd.

8 est un entier tel que” = 1 modd donc d'aprés la question précédestest un diviseur de 8.

C. sid est premier, alord etn étant premiers entre eux (questior.Jn®~*= 1 modd d'aprés le petit théoréme de Fermat.
d — 1 est un entier tel que’ ~*= 1 modd donc d'aprés la question&, s est un diviseur de - 1.

3. A(M) =n”+ 1 sis= 1 alorsn = 1 modd doncn*= 1 modd donc Af) = 2 modd ce qui est exclu
sis= 2 alorsn?= 1 modd doncn®= 1 modd donc Af) = 2 modd ce qui est exclu

sis= 4 alorsn*=1 modd donc Af) = 2 modd ce qui est exclu

sest un diviseur de 8 différentde 1 ; 2 ; 4 derc8

p est un nombre premier, diviseur denpflonc 8 est un diviseur ge— 1 (question 2c.) doncp — 1= 0 mod 8 soip est congru a 1
modulo 8.
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4. A(12) = 20 737 donc on cherche des nombres prerogerpris entre 17 eff 20 737 soit entre 17 et 144

les diviseurs premiers de A(12) sont congrus a @ulw8, donc appartiennent a {17 ;41 ;73 ;89 ; 113 ; 137}.

En effectuant les divisions de 20 737 par 17 ; 43 ;89 ;97 ; 113 ; 137, on remarque g2@ 737 = 8% 233, et qu'aucun des autres
nombres ne divise A(12).

233 est un nombre premier donc les diviseurs pmsndie A(12) sont 89 et 233.

Exercice 3 Commun a tous les candidats 5 points

1.

Soitp=P(A) alors P(F) petP(C)=2P(F)=petP() =P(C)=2
P(A) + P(C) + P(F) + P(l) = 1 donc= 1 donc P(A) = P(F) =(1§ et P(C) =P(l) :%

1.1 1
2.a. P(SNA)=PA)XPA(S)== x = = —
(SN A)=PA)XPa(S) = x - = =
b. p(S)=P(SNA)+P(SNC)+P(SNF) +P(SN 1) = 1—12 + Pc(S)x P(C) + B-(S)x P (F) + R(S) x P(l)
p(S) EN 0,5 +1x 0,1 FE 0,2 + 1 0,4 =£.
6 3 6 3 60
1
P(Cn S) 30 1
C. C)= = =
Ps(©) P(C) 1 710
3
3.a
Sites européens Site canadien Site indien Total
Effectif d'acheteurs 335 310 355 1000
fréquences 0,335 0,31 0,355 1
2
(fk —%) 2,77778 10°° 0,000544444 0,000469444 d?=0,001016667
1000d° 1,016666667
donc 1000d% = 1,01666 6667
b. 1000d 2 est compris entre le premier et le neuviéme déimlec au risque 10%, on peut considérer que lexctiion site

européen, nord-américain ou asiatique se fait daéreaéquiprobable.
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Exercice 4 Commun a tous les candidats 5 points
e*(x+1)-e° _ xe*

1. f est définie dérivable sur [0 ; 1] (quotient dedtons dérivables sur [0 ; 1] BYx) = 5 = 5
(x+1) (x+1)

x O[O0 ; 1] doncf '(x) > 0 doncf est croissante sur [0 ; 1].

2.a. f est croissante sur [0 ; 1] ; pour tout enkezompris entre 0 et {%%ﬂ} est inclus dans [0 ; 1] ; donc pour toutle

[E;k_ﬂ] f(Eij(X)S f(ﬂ')
5 5 5 5

k+1 kel k+1
Lafonctiom‘estcontinuesurE;k—+1 donc ’ f E dx < © € dx < ’ f(k—ﬂjdx
5 5 K 5 ko 1+x K 5
5 5
k+1 LSE . k+1
soitf(EjI ? 1dst * € dxs f(k—*ljj‘ ® 1dx
5)Jk kK 1+X 5 k
5 5 5
kd ke1o
) 1dx=k—+1—|—<=—1 donc pour tout entiee compris entre 0 et 4, ona%:f LS < ° € dxslf k+1
k 5 5 5 5 5 kK 1+Xx 5 5
5

+
La fonctionf est continue, positive sur [0 ; 1], pour tout enk compris entre O et 4[%%1} est inclus dans [0 ; 1] donc

k+1

5 X . s . . . , +
I 1(1 dx est I'aire du domaine limité par la courbef déaxe des abscisses, les droites d'equa(tmng estx = le .
K X

Soit les points A, B, C, D, E, F de coordonnéepeetves :
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
% f (%) est l'aire du rectangle ABCD inscrit a l'intérieler ce domaine

1,.(k+1 . .
< f (?j est l'aire du rectangle ABEF contenant ce domaine.
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ki .
b. En écrivant% f[—) < j > € dx< 1 f [k—sl) successivement polrentier variant de 0 a 5

IN

N7 N Nz
IN
L]
N glw
H
+ | D
x
x
o
x
IN
gl
—h
ol w
N

lf(fjs ® ax<it(1)
5 |5

En additionnant terme a terme :

Ef(O)+:—Lf(1'j+lf[—2j+lf(§j+:—Lf
5 5 5 5 5 5 5

1 X
o 1+ X 5 \5 5 \5 5 \5 5 {5 5

2) 1.(3) 1.(4) 1 1 1 1 toex 1
— | +=f|=|+=Ff|=|+=f(1) =Ss—=1f(0) ==(Ss—1)donc=S,< dx £ =(55-1).
5) 5 (5) 5 (5} 5 (1) =Ss 5 (0) g (Ss— D donc S Iol+x 5=

C. S,=5,4587 et 3= 6,8178 donc% S,=1,0917 et% (Ss—1)=1,1636

1 X 1 X
donc 1,09k *s, < € dx < L (Ss—1)< 1,164 soit 1,09% € dx <1,164
5 o 1+X 5 o 1+X
; X% _ (@-x) @1+ x)+ x? 1 L1 x?
3.a. pourtoutréekde[0;1],1x+ = = soit : =1-x+ .
1+x 1+X 1+X 1+x 1+x
1 x?2 e~ . x2e* toex ! . ' x%ex
b. =1-—x+ donc =1l-x e+ donc dx = @-x)e* dx + dx
1+Xx 1+x 1+Xx 1+x o 1+ X o o 1+X
C. Soit u(X)=€*  alorsu(x) = e

1

v(X) =1-x alorsvi(x) =—1 doncj @-x)e* dx =[(1-x)e"] —J. -e* dx

1
0
0
1 1 1
I (1—x)ede:—1+[eX]osoitI 1-x)e* dx =e—-2
0 0
1 2 X

d. En déduire un encadrement de II:
0

dx d'amplitude strictement inférieure a710

1 X 1 1 X
€ dx=| @-xe*dx+i=e—2+idonci=|] S _dx-—e+2
o 1+Xx o o 1+Xx

1
0,718<e-2<0,719donc—-0,7192 —e<- 0,718 soit 1,091 — 0,7]§BJ. dx —e+2<1,164 -0,718
0

eX
1+x
0,372<1<0,446
0 ,37< | < 0,45 l'amplitude de l'intervalle est 0,45 — 0,3@,68 donc est strictement inférieure & 10
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