Polynésie septembre 2007
Pour cet exercice, les figures correspondant attiepaA et B sont fournies sur la feuille jointe @mnexe. Cette feuille ne sera pas
remise avec la copie.

Le plan complexe est rapporté & un repére orthoalcdirect O ;u, V).

On considére un triangle OAB et une similitude clies de centre O, de rappdriet d’angled. Soit :

* les points Aet B, images respectives des points A et B par la isité c;

* les points I, milieu du segment’[B] et J, milieu du segment [A'B

* le point M milieu du segment [AR;

* le point H, projeté orthogonal du point O sudtaite (AR) et le point Himage du point H par la similitude

Partie A. Etude d’un exemple

Dans cette partie, le point A a pour affixe — 6 i k& point B a pour affixe 2 + 4 i, et le point projeté orthogonal du point O sur la
droite (AB), a donc pour affixe 4 i.

La similitudec est la similitude directe de centre O, de rapp;oﬂt d’angleg.

1. Déterminer les affixes des points B’ et H.

2. Montrer que la droite (1J) est perpendiculaila droite (HH).

Partie B. Etude du cas général

1.a. Montrer que Hest le projeté orthogonal du point O sur la drfiteB’).

b.  Montrer queMI :% AB . On admet quéviJ :% AB'.

C. En déduire que’l\\;ll—‘l]=8—::: etque Ml ,MJ) = (OH,OH) +kx 2x, k0 Z.

2. On appelles la similitude directe qui transforme M en O ehlté. On note K I'image du point J par la similitusle

a.  Montrer que OK= OH puis que MI ,MJ) = (OH ,OK) +kx 2x, kO Z.

b. En déduire que le point'ldst I'image du point J par la similitugde

3. Montrer que [J, HH") = (MI ,OH) +k x 2z, k 0 Z. Montrer que la droite (1J) est perpendiculaita droite (HH).
CORRECTION

Partie A. Etude d’un exemple

1. o est la similitude directe de centre O, de rap%oﬂt d‘angleg donc a une écriture complexe de la forre az+b

O est le centre de doncb =0, |a | = e arga= % + 2k mdonca = 1 (cos™ +isin™) = 1
2 2 22 2’ 2

0 a pour écriture complexg = %i z

o(A) = A’ est le point d’affixe%i (-6+4i)=—2-3i

o(B) = B’ est le point d’affixe%i +4i)=—2+i

o(H) = H’ est le point d’affixe%i x(@4i)==2

. ' ZytZg 1.
2. | est le milieu du segment[R] donc a pour affixe, = — = ?
- , Z,tZy 5.
J est le milieu du segment [A]Rlonc a pour affixe ;= s =—4 +§|
donc 1J a pour affixez;—z,=— 4 + 2 i

HH' a pour affixezyy —zy=—2 -4
HH . 10 = (= 4)x (= 2) + 2% (- 4) = 0 donc les vecteutsH' et 1J sont orthogonaux, la droite (1J) est perpendicelaila droite
(HH").

Partie B. Etude du cas général

1l.a. H est le point de (AB) tel que les droites (OH)(AB) sont

perpendiculaires

Une similitude conserve I'alignement donc transferfAB) en (A'B’) et

(OH) en (OH’) (O est le centre de donc O’ =0) et H' est le point

d’intersection des droites (OH’) et (A'B")

Une similitude conserve les angles orientés donpagticulier les angles

droits donc les droites (OH’) et (A’'B’) sont perpiculaires Al H B'
donc H est le projeté orthogonal du point O sur la droieB’). !




b. Dans le triangle ABA', le point M est le milielu segment [AA A

et le point | est le milieu du segment [8] donc MI :% AB.

M I
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C. o est une similitude directe de centre O, de ragpettd’angle.
o:H-HetO- Odonc% =Aet(OH,OH)=0+kx 2n, kOZ.
Mi =2 AB et M =~ AB donc 1 = AB G5 A L AetB - B donc AL =A donc MY =

2 2 Ml AB AB M

MJ_OH'
donc —=——-

Ml OH

de plus AB,AB)=0+kx 2x, kO Zor Ml == AB et MJ :%/ﬁ donc (AB,AB) = (Ml , MJ) +kx 2z, kO Z

N

donc (MI ,MJ) = (OH,OH') +kx 27, k0 Z.

2.a st M L O
| -~ H
J L K
donc 2K = MI_OH" 4 OK _OH' (it OK = O de plus K11 ,MJ) = (OH,0K) +kx 2, kO Z.
OH Ml OH OH OH

b. (MI,MJ)=(OH,OK)+kx2ret(MI,MJ)=(OH,OH)+kx2r, kOZ
donc (OH,0K) = (OH,0H) +kx 2x, kO Z. donc OH,OH) + (OH',0K) = (OH,OH ) +kx 21, kOZ
donc (OH',0K) =0 +k x 27, k 0 Z donc les vecteur© H' et OK sont colinéaires de méme sens or OK = OH’ darid' = OK

soit K = H'. Le point H est I'image du point J par la similitude

3. s: M
IS
T
donc HH' =A lJ et 13, HH") =0 +kx 27, k O Z.

I TO

de méme OH A Ml et (Ml ,OH)=0 +k x 2m, kO Z donc (J, HH") = (MI ,OH) +k x 27, k 0 Z.

MI :% AB donc les droites (MI) et (AB) sont paralléles oest la projection orthogonale de O sur (AB) darxdroites (OH) et
(AB) sont perpendiculaires donc les droites (OHM) sont perpendiculaires.
L'angle (MI ,OH) a pour mesure;—[ ou —g donc commeJ, HH") = (Ml ,OH) + k x 27, k 0 Z. alors (J, HH")a pour mesure

g ou —g donc la droite (1J) est perpendiculaire a la @r¢iH).



