On se place dans le plan complexe muni d’un repere orthonormal direct (O; u, \7) .

. - 1+i .
On note z,, la suite de nombres complexes, de terme initial zo =0, ettelleque: 2.1 = Zn + 1, pour tout entier naturel n.

Pour tout entier naturel n, on note A, le point d’affixe z,,.

1. Calculer les affixes des points A3, A, et A . Placer ces points dans le plan muni du repére (O;u,v).

2.a. Montrer que le point A, .7 est I'image du point A, par une similitude directe s, dont on définira le rapport, I’angle et le centre Q,
d’affixe o.

b. Démontrer que le triangle QA , A, .1 estisocele rectangle.

n-1
_ . 2
3.a. Etablir que, pour tout entier naturel n, ona : QA , = [%J .

b. A partir de quelle valeur de n les points A, sont-ils situés & I’intérieur du disque de centre Q et de rayon 0,001 ?

n
4. Pour tout entier naturel n, on note a, la longueur A, A+ et L, lasomme Z a, .
k=0
L , est ainsi la longueur de la ligne polygonal AgA ;... A, A, .. Déterminer la limite de L, quand n tend vers + .
5. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’initiative, méme non fructueuse, sera prise en compte dans
I’évaluation.
Démontrer que, pour tout entier naturel n, les points A, Q et A, .4 sont aligneés.
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Les points A1, A, et Az ont pour affixes respectives: 1 ; 5 et 5

. - . 1+i
2.a. Soit s latransformation d’écriture complexe z’ =%' z+1

s a une écriture complexe de la forme 2’ =az + b avec a = 0 donc s est une similitude directe de rapport | a | d’angle arg a.
1+i 1 iz . A . 1
LN e * donc la transformation s est une similitude directe d’angle T de rapport —.
2 J2 4 N 2
Le centre de s est le point invariant donc son affixe est solution de z” =z soit z = %‘ 2+1e2z2=(1+i)z+2<z2(1-1)=2

2

&= —
1-1

=1+ idonc le centre de s est le point Q d’affixe =1 +i.

b S(Ax)=Anes
doncQ Ayi= <= QAqet (QA, OA, ) =2 +2kn

7z

AnAn+1:QAn+1_QAn
donc A A +12=0QAL 12+ QA -2 QA ., .QA,
1 -

ApAn1?= ZOA P HQAP-20A 1 x QA Cos (QA, ., QA )

n+17

AAL %= 20A,%-2

ALALLP=20A-QA 2= Z0A%
donc QA .1 =A Apyr = QA, deplusQA,.1>+A,A,+12=QA,?donc le triangle QO A, A, est isocéle rectangle en

An+1



Autre démonstration
On pouvait aussi appeler H la projection orthogonale de A .1 sur [QA ]

(QA, ,QAH+1):%+2kndonc le triangle Q H A, estisocele rectangle en H et QH = HA ;= LQ Ans1= %QAndoncH

J2
est le milieu de QA ,donc QH =HA .1 = HA,,
H est le centre du cercle circonscrit au triangle Q A, A+ 1, [QA,] est un diametre du cercle donc le triangle Q A, A . est rectangle
en An+1

(QA, ,QAHH):%+ 2k mdonc le triangle Q A, A, estisocéle rectangle en A, .,

3.a Zp+1= 1Jr'z,,+1etco= 1%'(0+1d0nczn+1—co= 1—;'(2,1—(0)

. _ S . _1+i .
lasuite u, =z,.1— o est une suite géomeétrique de raison q = — de premiertermeug=zZp- 0 =—-®

doncun=q"u0donc|un|=|q|"|u0|or|q|=iet|u0|=|1+i|=ﬁ.
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[unl= L Xﬁ: L = £ donc pour tout entier natureln,ona: QA, = | ~— .
J2 J2 2 2
2

n-1
b. Les points A , sont situés a I’intérieur du disque de centre Q et de rayon 0,001 quand [TJ <0,001

n-1
soit [%} <0,001< /2" '>1000< (n-1)In /2 >In 1000
o5 Into00
In ﬁ
In 1000

In\/E

+1 = 20,9 donc a partir de n = 21, les points A, sont situés a I’intérieur du disque de centre Q et de rayon 0,001

n-1
. 2
4, Pour tout entier naturel n,a, = [gj

. . . . 1 nel_
a, est une suite géométrique de premier terme a, = 1 et de raison — donc L = Z a,=ao 9 -1

ﬁ k=0 g-1

-1< %<1donc ﬂ%(%} =0 donc Xlirprﬁ1_1_1=1__\/\/72—2=\/1272_1:\/72(\/72+1)

J2

1 il 1 it
5. In+1—-®= —e *(Zp—0)etzpi—0= —e * (Zp+1—-®)

E E

2
donC z,sp— o = [ie"tj (29— ) S0it Zysp— = %e'f (z0-0)

7z

2
Znss— 0= %e'E (zp-w)doncz,,s—o= {%elzj (zn-o)

1 - 1 . . S
Znsa—O®= 1 (zn—w)soit QA ., :_ZQA" donc pour tout entier naturel n, les points A, Q et A, ., sont alignés.



