Pondichéry 2001

Dans tout le probleme, C désigne la courbe d'éngugit In x représentant la fonction logarithme népérien damdan rapporté a un
repere orthonormal d'origine O et d'unité graphidwan.
Question préliminaire : tracer, avec soin mais sans étude de la fondtiargurbe C et la droite D d'équatips X .

Partie A
1.a. Déterminer une équation de la tangexteC au point | d'abscisse 1.
b. Etudier les variations de la fonctibdéfinie sur l'intervalle ]0 ; +o [ parf (x) =x— 1 — Inx.

En déduire la position de C par rappoft a
2.a. Déduire de la question précédente la valeurmate prise pax — Inx sur l'intervalle ]0 ; +eo].
b. M et N sont les points de méme abscisdes courbes C et D respectivement.
Déterminer la plus petite valeur (exprimée en crigeppar la distance MN lorsquedécrit I'intervalle ] O ; o |.

Partie B

1. Soit M le point d'abscissede la courbe C . Exprimer la distance OM de lioega M en fonction de.
2 Etude de la fonction auxiliaitedéfinie sur] 0 ; 4o [ paru(x) =x2+ Inx.

a. Justifier les limites da(x) en 0 et en +o ainsi que le sens de variationule

b Montrer qu'il existe un réel et un seul tel que(a) =0 .

Justifier quex est compris entre 0,5 et 1 puis donner un encaaredea d'amplitude 102

C. Déterminer le signe d€x) suivant la valeur de.
3. Etude de la fonctiog définie sur] 0 ; 4o [ parg(x) =x*+ (Inx) %
Calculerg'(x) et vérifier queg '(x) = 2 u(x). En déduire le tableau de variationgle
X
4, Déduire des questions précédentes la valewtexke la plus courte distance de l'origine awntgode la courbe C et en

donner une valeur approchée (exprimée en cm) ksauti poura la valeur centrale de I'encadrement trouvé a ésiipn 2b.
5. A étant le point d'absciseede C, démontrer que la tangente en A est perpdlaitie a la droite (OA).

Partie C - Etude d'une suite
1. Montrer que le réak défini dans la partie B est solution de I'équatifx) = x, ouh est la fonction définie sur ]0, & [ par

h(x) = x—%(x2+ In X).

2.a. Calculerh'(x) et étudier son signe sur I'intervaEe% ;1} .

b. Prouverqudﬂ[[l;ln D{l;l}
2 2

- . . 1
C. Calculerh"(x) et étudier son signe sur I‘mtervaﬁeé ;1} .
d En déduire que, pour toxiappartenant a l'intervalle ona: <b'(x)<0,3.
3. On définit la suitey,)) par :ug = 1 et, pour tout entier natumel u,. ; = h(u,)
. 1 . .
a. Montrer que, pour tout entier nature] 3 <up,< 1, etque la suiteu(,) est décroissante.
b. En utilisant I'inégalité des accroissements fimentrer que I'on a, pour tout entier naturel
. 1

[Ups1—0]<0,3 |uy—a | puis queli,:1—a|< > 0,3)".
C. En déduire que la suita{) converge vers.
d. Déterminer un entier, tel queu no soit une valeur approchée dé 10™° prés et indiquer la valeur d.en0 donnée par la

calculatrice (avec 5 décimales).



Pondichéry 2001

Question préliminaire : Partie A
l.a. Soitg(x) =Inx

g = 1 doncg'(1l) = 1 etg(1l) = 0 donc une équation de la
X

5 4
tangented a C au point | d'abscisse 1 gstx— 1

1 b. Etudier les variations de la fonctidrdéfinie sur lintervalle
]10; +oof parf (X) =x—1 —Inx.

3 En déduire la position de C par rappoff a

) f'(x)=1—1=x—_1 donc six>1,f(X) >0 etsi0<x<1alors

1 X X
f') <0
14 d'ou le tableau de variation €le
X 0 1 + oo
0 - - - f'(x) - 0 +
() 1 2 3 4

-1 ) f \ 0 /

-2 4 f est croissante sur ] 0 ; 1 ] et décroissante Byr{ o [ doncf
admet un minimum en 1 et pour taut> 0, f (x) < f (1) soit
f(x)=0

37 donc pour toukde ] 0 ; 4o [, x—1>InX
La courbe C est en dessous/jeavec un point de contact pour

-4 4 x=1.

2.a. pourtouxde]O; +oo [, x—1>Inxdoncx—Inx>1
la valeur minimale prise par— Inx sur l'intervalle ]0 ; 4eo[, elle est atteinte pouwr= 1.

b. D est au dessus de C donc MX =Inx
D'aprés la question précédente MN, MN = 1six =1
La plus petite valeur (exprimée en cm) prise patiséeance M N lorsque décrit l'intervalle ] O ; 4o [ est 1 unité soit 4 cm.

Partie B
1. M a pour coordonnées {In x) donc OM? =x? + (Inx) 2donc OM =4/ x2 + (In X) 2

2.a. Iim0 In X = -0 donc IimO u(x) =—oo
%50 0
lim Inx=0oru(X) =x?+ Inx donc lim u(x) = +oo
X - +00

X o> + 00

1 . .
u'(x) = 2x+ =, x>0 donaJ'(x) > 0 doncu est strictement croissante sur ] O£
X

b. u est définie continue strictement croissante €Uy} o [ ; u(] 0 ; + [) = IRdonc I'équatiomi(x) = 0 admet une seule solution
asur]O; +o .

u(0,5) < 0 etu(1) > 0 donau s'annule sur] 0,5 ; 1 [, de plugd,65) < 0 et(0,66) > 0 dona s'annule sur ] 0,65 ; 0,66 [

0,65 <a < 0,66

C. u est strictement croissante sur ] O et s'annule ea donc si 0 x < a, u(x) < u(a) soitu(x) <0 ;u(a) =0
six=a, u(x) = u(a) soitu(x) = 0 et six > a, u(x) >u(a) soitu(x) >0 ;u(a) =0

3. g'(x):2x+21 Inx:E(x2+Inx):Eu(x).
X X X

X 0 a + o0
u(x) - 0 +
g(x) - 0 +

0 | T~ @ —

ga)=a?+ (Ina)?orIna = —a?doncg(a) =a? (1 +a?)
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4. OM? = g(x) donc la plus courte distance de l'origine auxisoile la courbe C est obtenue posra

Cette distance est égalejag(a) =a 4/ 1+ a ® unités de longueur

0,65< a < 0,66 donc en prenant= 0,655 la plus courte distance de l'origine auxioie la courbe C est environ de 0,782999011
unités de longueur soit 3,13 cm

5. A est |le point de coordonnées;(In o)

la tangente en A a pour équatipr %(x—a) +Ina

La droite (OA) a pour équation= InTa X

donc le produit des coefficients directeurs est ég%r;?a or Ina = —a 2 donc le produit des coefficients directeurs esf ag- 1
La tangente en A & C est perpendiculaire a (OA).

Partie C - Etude d'une suite

1. h(a) =a —% (a®+Ina)ora?+Ina =0 donch(a) = a. Le réela défini dans la partie B est solution de I'équatir) = x.

2_
2.a. h'(x):j__l 2X+l Z—M
4 X 4 x
A=16—-4x2x1=8

donc 2x?— 4x + 1 s'annule er; = etx,=1+

22 B, (P
4 T 2 2

X1<0,5etx,>1donch'(x) >0 sur{%;l}

. . 1
h est strictement croissante s{uré ;1} .

b. h est strictement croissante s{u% ;1} donch({ % D =[h(0,5) ;h(1)]

h(0,5)= 0,61 eth(1) = 0,75 doncH(0,5) ;h(1)] O {% ;1} sonh“ ; 1D O [%;1} .

2_
c. h"(x)=—%[2—x—12j -_2x -l

4x?
£ \/_ alorszxzz_1=0
2 4x

six= oux=-—

donc 2x*-1<0 su{%;l} donch"(x) > 0 sur{%;l}

d. Pour toutx de {

N

;1} ,h'(x) >0 sur[

N

1} donch' est strictement croissante s{u% ;1} donc pour touk de { % ;1} ,
h'(0,5)<h'(x) <h'(1)
or h'(0,5)> 0 eth'(1) = % donc pour touk de { % ;1} ,0<h'(x)<0,3

3.a. Uup=1donc la propriété est vraie pour 0

Montrons que si la propriété est vraie pm(c'est-a-dlreE < up< 1), elle est vraie pour+ 1

<up<lorh 1;1 O E;1 donch(u,) O E;1 soitlsun,,lsl
2 2 2 2

1
2
La propriété est héréditaire donc vraie pour todé IN.
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1 1
ul—uoz—z(uj +Inu,) =3 doncu;<uy
Montrons que pour toutde N la propriété est héréditaire c'est-a-dire sjui, . ;< upalorsup:2<Up+1

Pour toutn de IN:% sunsldonc% SUp+1SURs]

La fonctionh est croissante s{r% ;1} donch (Up+1)<h(U,) SOitun+2<Up+q

La propriété est héréditaire donc est vraie poutrriale IN.

b. La fonctionh est définie dérivable s{r% ;1} , pour toutx de [ % ;1} , 0<h'(x)<0,3,doncsury,;a] (oufa;u,])

Ih(un) —h(a) <03 Ju,—a
orh(u,)=u,,;eth(a) =adonc up+1—0|<0,3 u,—a |

up—a=1-aorad[0,6;0,77donc0,31-a<0,4
donc Juo—a |< % Soit [ug—a | < % x 0,3°
La propriété est vraie poar=0

Supposons quedl,—a | < % (0,3)" et montrons qu'alors la propriété est héréditagst@-dire quey,,,—0o | < % (0,3)"" %,
|Un+1—d |S 03 |Un—C( |

0,3 |un—a |s% 0,3x (0,3)"

donc par transitivittd<betb<c=a<c)ona: Uy+1—0|< % (0,3)""*.

La propriété est héréditaire donc est vraie poutrriale IN.

C. OSIun—als% 0,3)"

or lim 0,3"=0 donc d'apres le théoréme des gendarmé®: u,—o = 0 soit lim u,=a

n - +oo n - +oo n - +oo

d. Il suffit d‘avoir% (0,3)"< 10" °pour que §i,—a |< 10”°donc queu,, ~soit une valeur approchée dé 10™°prés

_In (2x107°)

1 (0,3)"<107° < 0,3"<2x10"°= nln0,3<In(2x107°) = n>
2 In0,3

(In 0,3 est négatif)

or n est un nombre entier, il suffit donc d'avoir 9
no=9etu ng = 0,65292



