Pour tout entier naturel non nul n, on pose M, = 2" -1
M, est appelé nombre de Mersenne.

1. Calculer M1, M, M3 et M.

2. Pour a entier distinct de 1 et pour n entier naturel au moins égal a 2, montrer I’implication "si a" — 1 est premier, alors
a=2". (on pourra utiliser lasomme :1+a+a?+..+a"" ')

3. Montrer I’implication suivante: « Pour tout entier naturel n > 2, si d divise n, alors M divise M, ».

4. Montrer I’implication suivante : « Pour tout entier naturel n> 2, si n est composé alors M, est composé. »

5. Enoncer la contraposée de I’implication précédente. Puis énoncer la réciproque de cette contraposée. Cette réciproque est-
elle vraie?

6. Soit a et b deux naturels non nuls et r le reste de la division euclidienne de a par b. Montrer que le reste de la division

euclidienne de M , par M est M.

CORRECTION
1. M;=2-1=1,M,=22-1=3;M3=2%-1=7
M,=2%-1=15
2. (l+a+a’+..+a" ')(a-1)=a"-1

1+a+a’+..+a" eta—1sontdes entiers naturels non nuls (a # 1) donc sont des diviseurs de a" - 1
si a" — 1 est premier, il n’admet comme diviseurs positifs que 1 et lui-méme
doncsoita—1=1etdonca=2

soita—1=a"-1doncl+a+..+a" *=1donca=0 cequiestexclu

Pour a entier distinct de 1 et pour n entier naturel au moins égal a 2, si a" — 1 est premier, alors a = 2.

3. Si d divise n, il existe un entier naturel q tel quen=dq
donc2"=299=(2%)9

(l+a+a’+..+a%')(a=-1)=a%-1doncen choisissanta=2¢:

Q1+2% +(29%+ . +(29)H) R -1)=(") -1

soit (L+29 +229+  +200a-1yd _1)=299_1

(1+2% +2204+  +2d0@-Dyp@d _1y=2"_1

soit (L+2% +229+ . +290=yMmy=M,

(1+2% +2%%+ . +2909=1) yest un entier naturel non nul donc M divise M,

4, Si n est composé, il existe un entier naturel d non nul et différent de 1 tel que n = d g, donc d’apres la question précédente :
M divise M, donc M, est composé.

5. Si M, est un nombre premier alors n est un nombre premier.
Réciproquement : si n est un nombre premier, M, est un nombre premier.

21 -1=2047=23x89

11 est un nombre premier et M 13 n’est pas premier donc la réciproque est fausse.

6. Soit a et b deux naturels non nuls et r le reste de la division euclidienne de a par b donc il existe un entier naturel q tel que
a=bqg+r

M,=2°9""_1=(29-1)2"+2"-1

M,=(°-1)(1+2°+ ... +(@2")%H2r+2'-1

SoitQ=(1+2°+...+(2")9 1) 2"

Q est un nombre entier donc M, =M, x Q + M,

0<r<bdonc1<2"<2doncO<M,<M,

Le reste de la division euclidienne de M , par My, est M ,.



