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On considere les nombres complexes z , définis, pour tout entier naturel n, parzo=1etz,+1=| 1+1 5 z,

On note A , le point d’affixe z , dans le repére orthonormé (O w,v y de ’annexe 2.
L’objet de cet exercice est d’étudier la construction des points A ,.
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l.a. Vérifierque: | 1+i-—|=—=¢e ¢
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1. b. En déduire z ; et z, sous forme exponentielle.
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2.a.  Montrer que pour tout entier naturel n, z, = \/__ e
3

2. b. Pour quelles valeurs de #, les points O, Ao et A , sont-ils alignés ?
3. Pour tout entier naturel n, onpose d,=|z,+1—2zn|.
3.a. Interpréter géométriquement d ..

3.b. Calculer d o.
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3.c. Montrer que pour tout entier naturel » non nul, Zn42—Zn+1= (1+iT (z,.,—-2,)
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3.d. En déduire que la suite (d, ) »> 0 est géométrique puis que pour tout entier naturel n, d , = [ —
3 (3
4.a.  Montrer que pour tout entier naturel n, |z, 1|2 = |z, |*> +d 2.
4. b. En déduire que, pour tout entier naturel », le triangle O A , A, +1 est rectangle en A ,,.
4. c. Construire, a la régle non graduée et au compas, le point A s sur la figure de I’annexe 2 a rendre avec la copie.
4.d.  Justifier cette construction.
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CORRECTION

l.a \/%ei::%[cosg+ising):%[§+i%J:1+i%:1+ig
1b zZ1= eigz eig

n
r . 2 in—
2.a.  Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, z, = (— e °.

NE

n 0
ege g . . 2 inZ 2 i L R
Initialisation : si n = 0 alors [—] e 0= [—J ¢'’ =1=z,, la propriété est vérifiée pour n = 0
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Hérédité : Montrons pour tout entier n que si z, = ——| e © alors z,,, =| ——= e 6.
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zﬂ+1=(l+i\/_szn %eizzn %ei:{% eing.
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2 inZieiZ 2 inenZ . T
Zp+1= | —= e ¢ ®donc z,, , =|— e 6. La propriété est héréditaire
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Conclusion : La propriété est initialisée et héréditaire donc pour tout entier naturel n, z , = (—j e ¢.

2. b. Les points O d’affixe 0, et A o d’affixe zo = 1 sont situés sur I’axe des réels ; donc les points O, A o et A , sont alignés si et
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seulement si le point A , est sur I’axe des réels, soit si arg z, =k n (k € Z) or un argument de z , est n s

11 faut et il suffit donc que n g =kn doncquen=6k (k€ Z)

3.a. d,estladistance A, +1 A,
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(1+i£}zo -z,
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3.c. Pour tout entier naturel  nonnul, z,+2—z,+1= [1+i§]zn+] —{1+i§jzn = [1+i£}(z” a—z,)
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(1+i£J(zn +l_Zn)

3.b. d0=|Zl_Zo|=
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3.d. d,,+1:|zn+1—z,,|etd,,+1:|z,,+2—zn+1|: = 1+1£ ‘Z
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=——¢ ¢ donc
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La suite (d » ) » >0 est géométrique de raison — , de premier terme d o =
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donc pour tout entier naturel n, d , = 3 (—J
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4.a. znﬂz[
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343 3
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donc |z, |*+d.= 2 x 2
5 \G

a3 ) G

2n 2n+2
2 . .
] :{\/—_J soit pour tout entier naturel n, | z,+1 |2 = |z, |> + d %
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4.b. OA,=|z,|etOA,+1=|z,+1|donc OA,+1>=0A,2+ A, A, % d’aprés la réciproque du théoréme de Pythagore, pour
tout entier naturel #, le triangle O A , A , +1 est rectangle en A ,..
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4.d. Le triangle OA 4 A 5 est rectangle en A 4 donc A s appartient a la droite A perpendiculaire en A 4 & la droite (OA 4)
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un argument de z 5 est o donc il suffit de représenter un angle (e, un 5 ) de mesure o pour cela il suffit de tracer un cercle
de centre O de rayon quelconque qui coupe I’axe des imaginaires en B puis de tracer le cercle de centre B passant par O qui recoupe

le premier cercle en deux points, I’un d’eux est C tel que ( LU, LU — E donc tel que (ub, ue ) — 3 alors

(uno,\I)—;+—:—
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A s est I’intersection de la droite A et du segment [OC].
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