NOUVELLE CALEDONIE NOVEMBRE 2007

Exercice 1 4 points Commun a tous les candidats

Pour chaque question, une seule des trois propositest exacte.

Le candidat indiquera sur la copie le numéro delestion et la lettre correspondant a la réponseisib.

Aucune justification n'est demandée.

Une réponse exacte rapporte 0,5 point ; une répameseacte enléve 0,25 point ; I'absence de répesseomptée 0 point.
Si le total est négatif, la note est ramenée a.zéro

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormectd'origine O.

1. Une solution de I'équationz2+ Z=9+iest:

la. 3 | b. i | c. 3+i |
2. Soitz un nombre complexez}+i | est égal a :

[a Jzl+1 [b |z—i] Je¢ Jiz+1] |

. , -1+i./3
3. Soitz un nombre complexe non nul d'arguméntyn argument de———— est:
z
a -4 |b 2lue |c 2T
3 3 3
4. Soitn un entier naturel. Le complexe/é +1i)" est un imaginaire pur si et seulement si :
laa n=3]b. n=6k+3|c_ n=6kaveckentier relatif.]

5. Soit A et B deux points d'affixes respectives+ 1. L'ensemble des points M d'affixeérifiant |[z—i|=|z+ 1| est:

| a. La droite (AB)| b. Le cercle de diamétre [AB] c. La droite perpendiculaire & (AB) passant par O.

6. SoitQ le point d'affixe 1 —i. L'ensemble des point Mffixesz=x+ iy vérifiant |z—1+i|=|3 -4 i | a pour équation :
a. =—x+1|b. x-1)%+@y+1)>=.5 | c z=1-i+5é%aveco réel
7. Soient A et B les points d’affixes respectives 43eit L'affixe du point C tel que le triangle ABQi$ isocéle avec

(AB,AC) =g est:

la.  1-4i [b. -3 [c.  7+4i |
8. L'ensemble des solutions dans C de I’équaﬁzeﬁ% =zest:
Z —_—

laa {1-i}]b.  Lensemblevidd c. {1-i;1+i}]

Exercice 2 5 points Commun a tous les candidats

Un responsable de magasin achéte des composartterdigues aupreés de deux fournisseurs dans Igogions suivantes : 25 % au
premier fournisseur et 75 % au second.

La proportion de composants défectueux est de 3% lehpremier fournisseur et de 2 % chez le second.

On note :

— D I'évenement « le composant est défectueux » ;

— F,I'’événement « le composant provient du premierri@seur » ;

— F,I'évenement « le composant provient du second feseuir ».

1l.a. Dessiner un arbre pondéré.

b. Calculemp (D N F,), puis démontrer qug(D) = 0,0225.

C. Sachant qu’'un composant est défectueux, quallia@robabilité qu’il provienne du premier folsseur ?

Dans toute la suite de I'exercice, on donnera wew approchée des résultats & ipres.

2. Le responsable commande 20 composants. Qutlie probabilité qu’au moins deux d’entre eux sbéfectueux ?

3. La durée de vie de I'un de ces composantsnesvariable aléatoire notée X qui suit une loi deéd de vie sans vieillissement

ou loi exponentielle de paraméireavech réel strictement positif.

a. Sachant qup(X > 5) = 0,325, déterminex.

Pour les questions suivantes, on prenidre0,225.

b. Quelle est la probabilité qu’'un composant dumenside 8 ans ? plus de 8 ans ?

C. Quelle est la probabilité qu’'un composant duus ple 8 ans sachant qu'il a déja duré plus des®an
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Exercice 3 6 points Commun a tous les candidats

Partie A : question de cours

1. Soitf une fonction réelle définie sum [ + o [. Compléter la phrase suivante :
On dit quef admet une limite fini€ en +oo si ......

2. Démontrer le théoréme des gendarmes.

Soientf, g h trois fonctions définies sua[; + o [. et L un nombre réel.

Sig eth ont pour limite commune L quandtend vers +eo, et si pour touk assez grandy(x) < f (x) < h(x), alors la limite quana
tend vers +eo def (x) est égale a L.

Partie B

Soitf la fonction définie sur IR par : f(x)=e*—x-1

et soit (C) sa courbe représentative dans un repérenormal du plan.. La droite (D) d'équation —x — 1 est asymptote a (C).
1. Soita un nombre réel. Ecrire en fonction @eune équation de la tangente) @ (C) au point M d'abscisse

2. Cette tangente (T) coupe la droite (D) en umipdid'abscissb. Vérifier queb —a = — 1.

3. En déduire une construction a effectuer suelglé annexe de la tangente (T) a (C) au pointabstisse 1,5.

On fera apparaitre le point N correspondant.

Partie C
1. Déterminer graphiquement le signefde
2. En déduire que pour tout entier naturel nomnigs inégalités suivantes :
1 1
= 1 -
1 en=1+= 2 e "'x1-
(1) - () 7

3. En utilisant I'inégalité (1), démontrer que ptaut entier non nuh ; (1+lj <e
n

n+1
4, En utilisant I'inégalité (2), démontrer que ptawut entier non nuh ; es(1+—j
n

n
5. En déduire des question précédentes un encarﬂrdm%Hlj puis sa limite en +o.
n

Exercice 4 5 points Candidats n’ayant pas suividnseignement de spécialité

Soit OABC un tétraédre trirectangle (les triangsB, OBC, OCA sont rectangles en O). On note Hrlggté orthogonal de O sur
le plan (ABC).

Le but de I'exercice est d’étudier quelques prdpséle ce tétraedre.

1l.a. Pourquoi la droite (OH) est-elle orthogonala &foite (BC) ?

Pourquoi la droite (OA) est-elle orthogonale adaiteé (BC) ?

b. Démontrer que les droites (AH) et (BC) sont ogibnales. On démontrera de fagon analogue quedeasgl(BH) et (AC) sont
orthogonales. Ce résultat est ici admis.

C. Que représente le point H pour le triangle ABC?

2. L'espace est maintenant muni d’'un repére odhog (O 0 I K ).

On considére les points A(1;0;0),B(0; 2 goC(0; 0; 3).

a. Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC

b. Déterminer une représentation paramétrique dediée (D) passant par O et orthogonale au pldBQA

C. Démontrer que le plan (ABC) et la droite (D) segent en un point H de coordonn e?lsg%%)

3.a. Calculer la distance du point O au plan (ABC).

b. Calculer le volume du tétraédre OABC. En dédisiee du triangle ABC.

C. Vérifier que le carré de I'aire du triangle ARGt égal a la somme des carrés des aires des faceesle ce tétraédre.

Exercice 4 5 points Candidats ayant suivi 'ensghement de spécialité

1.a. Quel est le reste de la division euclidienne d&@r 11 ? Justifier.

Quel est le reste de la division euclidienne dpd 5 ? Justifier.

En déduire que 8= 1[11] et que 6°= 1 [5].

Démontrer que & -1 est divisible par 55.

Dans cette questionety désignent des entiers relatifs.

Montrer que I'équation (E) 66— 40y = 1 n’a pas de solution.

Montrer que I'équation (£17 x — 40y = 1 admet au moins une solution.

Déterminer a l'aide de I'algorithme d’Euclide urugte d’entiers relatifs solution de I'équation’)(E
Résoudre I'équation (E

En déduire qu'il existe un unique natuxglinférieur a 40 tel que 1%, = 1 [40].

3. Pour tout entier naturel, démontrer que si*’= b [55] et sia“*’= 1 [55], alorsb **= a [55].

=)

coopNa0n
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CORRECTION

Exercice 1
1. 2x 3 + 3 =9 donc une solution de I'équation® z =9 + i est 3.
2. iz+1l=iz-(-1)=iz—-i%=i(z —i)orleconjuguéde+iestz —idonclg+i|=|z—i|=]|i(z—-i)|=]|iz +1]|
-1+i,/3 - :
3 > \/7 =cosz?n+ |S|n2—; donc un argument del+ i \/5 estz—:, un argument deesto
-1+iy3 . - . -1+i4/3 . -1+i3
arg—f =arg-1+i,/ 3 —argz soitarg———— = arg—1+|\/§ + argzdonc arg?\/? = 2?“ +0
z z z

4, arg(\/_S +i) = g donc arg(\/_3 +i)"= ng.
Le complexe (/5 +1i)" est un imaginaire pue arg(\/g +i)"= g+ k taveck entier relatif< ng = g+ k taveck entier relatif
= n =3 + 6k aveck entier relatif.

5. |z—i|=|z+1]= MA =MB donc L'ensemble des points M d’affixeérifiant|z—i | = |z+ 1 | est la médiatrice de [AB],
OA = OB = 1 donc O appartient a la la médiatric¢At®], I'ensemble cherché est donc la droite pedbenaire a (AB) passant par O.

6. |z—1+i|=|3-4i} |z-(1-0)|=|3-4i]=5 OM=5

L'ensemble des point M d'affixes= x + i y vérifiant z— 1 +i| = | 3 -4 i | est le cercle de centrei e rayon 5 donc est I'ensemble
des point M d'affixez tel quez= 1 —i + 5 é%aveco réel.

7. le triangle ABC soit isocele avetA—B ,AC) = g donc C est I'image de B dans la rotation de ce@ntdéangleg donc

c—-a= eiE(b—a) soitc=i(b—a)+adoncc=—-3-4i+4=1-4i

L’affixe du point C tel que le triangle ABC soibistle avecﬁ ,AC) = g estl—4i

8. Z_i:z«: z-2=z(z-1)ezz1l e z°—-2z+2=0ezz 1l (z—1)*=i%etz#1 - z=1—-iouz=1+i
Z_
L'ensemble des solutions dans C de I’équaﬁzeﬁ%:zest{ 1-i;1+i}
Z_
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Exercice 2
D 1.b. p(DNF;)=0,25x0,03 =0,0075

0,0
Fi 0.97 p(DNF,)=0,75% 0,02 =0,0150 dong(D) =p (DN F.) +p(D N F,)
0 p(D) = 0,0075 + 0,0150 = 0,0225
° (DnF)
p(Dn 0,0075_ 1
1.C. pD(Fl): 1 = :_’_
p(D) 0,02253 ¢
75 D
0,0
F2 0,98
D
2. On a une succession de 20 tirages identiguedépendants, chaque tirage a deux issues :

le composant est défectueyx= 0,0225)
le composant n’est pas défectueqx(0,9775)
donc la variable aléatoire comptant le nombre depmsants est défectueux suit une loi binomialeadarpétres (20 ; 0 ;0225).

p(X =k) = (zko] x 0,0225'x 0,9775" .

p(X = 2) = 1 —p(X = 0) +p(X = 1)] = 0,074.

3. La durée de vie de I'un de ces composantsresvariable aléatoire notée X qui suit une loi deéd de vie sans vieillissement
ou loi exponentielle de paraméfreavech réel strictement positif dongX > k) = e ¥
a.  p(X>5)=0,325- e > =0,325- —5A=In 0,325 A = - N 0,325 it = 0,225.

b. pX<8)=1-e**=1-¢e'®s0itp(X < 8)=0,835.

p(X>8)=1-p(X<8)=1-0,835=0,165.

C. On a une loi de durée de vie sans vieillisserdent la probabilité qu'un composant dure plus dn8 sachant qu'a déja
duré plus de 3 ans est aussi la probabilité quaimposant dure plus de 5 ans soit 0,325.
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Exercice 3

Partie A : question de cours

1. f admet une limite finid€ en +o si pour tout intervalle ouvert | de cenfre> 0, il existe un réak tel que s > a alorsf (x) O
l.

2. Soit | un intervalle ouvert quelconque de cefitfeest de la forme ] —h; ¢ +h]).
lim g(x) = £ donc il existe un réat ; tel que sk >a ; alorsg(x) O |

lim h(x) = £ donc il existe un réat , tel que sk >a , alorsh(x) O |

X > + 00

Soita le plus grand des deux nhombregeta ».

x >a doncx > a ; doncg(x) O |

x> a doncx > a , donch(x) O |

9(x) < f (X) < h(x) donc comme(x) O | eth(x) O | alorsf (x) O | donc XIirr+1m1°(x) =0

Partie B

1. La tangente (T) a (C) au point d’absciasest une droite de coefficient directél(a) = e* — 1 donc d'équatiop = (% — 1)x +p
Cette droite passe par le point de (C) d’absacssenc de coordonnéea (e* —a—1) donc é—a—1=a(e®-1) +p
doncp=e®-a-1-ae®+asoitp=e®-ae*-1

La tangente (T) a (C) au point d’abscissest la droite d’équation= (e — 1)x + e*—ae®* -1

2. Cette tangente (T ) coupe la droite (D) au point&bscissd.

N appartient a (T) dongy = (€% — 1)b + e® —a e® — 1de plus N appartient & (D) dopg=-b—1

donc (¢ - 1)b+e®—ae®—1=-b -1 donc enisolart:

b(e*-1)+b=ae®-¢€®

soitb e® = (a— 1) € or la fonction exponentielle est strictement pesitionc € # 0 doncb =a— 1 soith—a=-1
donc N a pour coordonnées— 1 ; —a) donc N est le point de D d’abscisse 1

3. Pour tracer la tangente (T ) a (C) au point M dasse 1,5, il suffit de placer le point M sur @)de placer le point N
d’abscisse 1,5 — 1 soit 0,5 sur (D) puis de tréceroite (MN)

Partie C
1. Graphiquementt (x) > 0
1 1
2. Pour tout réek, f (x) > 0 donc en particulier pour tout entier naturef (lj >0donce" — 1. 1>0soite" >1 + L
n n n
_ - -1 - 1
Pour tout entier naturel f | —— | >0 donce "*' - —— —1>0soite "' >1-
n+1 n+1 n+1

1 1 n n n
3. en>1+ 1 donc[e”] > (1+1] donc pour tout entier naturel non mul (1+Ej <e
n

n n
-2 1 1 n+l1-1_ n -
4.a. e "t>1- orl- = = donce "' > >0
n+1 n+1 n+1l n+1l n+1l
1

. . 1 n+1

soit en passant aux inverses @ &' < ——
n

1

n+ n+t
donc (e””] < (1+—j donc pour tout entier naturel non mul e< (l+—j
n n

1 1\"
< — <
1-(1%] =¢

1+
n

n+1

. 1 n n+ 1
5. Pour tout entier naturel non mul (1+ —j <e< (1+ —j donc e
n n

n
lim 1+ 1 =1 donc lim e 11 = e donc d’'apreés le théoreme des gendarmbs : (1+1] —e
n- +ow n n- +o n- +o n
1+=
n
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Exercice 4 5 points Candidats n’ayant pas suividnseignement de spécialité

1l.a. Ladroite (OH) est orthogonale au plan (ABC) dartoute droite de ce plan en particulier & (BC).

Les triangles OAB et OCA sont rectangles en O dandroite (OA) est orthogonale aux droites (OBY@C). Ces droites sont
sécantes en O donc la droite (OA) est orthogonajdan (OBC) a toute droite de ce plan en pargécudi (BC).

b. La droite (BC) est orthogonale aux droites ste=(OH) et (OA) donc au plan (OAH) & toute draiéece plan en particulier a
(AH).

les droites (BH) et (AC) sont orthogonales.

C. Que représente le point H pour le triangle ABC ?

Les droites (AH) et (BC) sont orthogonales dondrizite (AH) est la hauteur issue de A du triangCA
Les droites (BH) et (AC) sont orthogonales dondrizite (BH) est la hauteur issue de B du triangBCA
H est l'intersection de deux hauteurs (AH) et (Rldhc est I'orthocentre du triangle ABC.

2. L'espace est maintenant muni d'un repére odhog (O 0 I K ).

On considére les points A(1;0;0),B(0; 2 goC(0; 0; 3).

a. Une équation cartésienne du plan (ABCest-by +cz=d

A 0O (ABC) donca=d

B O (ABC) donc 2b =d

C O (ABC) donc 3c=d, en choissard = 6 alorsa=6,b=3 etc=2

Une équation cartésienne du plan (ABC) estt63y + 2z=6

b. Déterminer une représentation paramétrique deoliée (D) passant par O et orthogonale au pldBIGA
Un vecteur normal du plan (ABC) est le vecteur derdonnées (6 ; 3 ; 2) qui est aussi un vectewctiior de (D) donc une

X=6t
représentation paramétrique de la droite (D) pagsamnO et orthogonale au plan (ABC) esy =3t avect O R.
z=t

C. H appartient a (D) donc a des coordonnées dmhaef (6t ; 3t ; 21t)
H O (ABC) donc 36t + 9t + 4t = 6 soitt = 4—69 donc le plan (ABC) et la droite (D) se coupentuenpoint H de coordonnées

3. 18, 12
49 49' 49)
6X,+t3y,+2z,- 6
3.a. Ladistance du point O au plan (ABC) est égaLe Jo T Yo 0o~ 6l6 donc OH =2
J 62+32+ 22 7 7

b. L'aire du triangle OAB es% x1x 2 soit 1
Le volume du tétraedre OABC est éga%é& OCx Aire de OAE = %x 3x1 donc V =1 unités de volume

1 . 1.6_,. 2 .. N : . IA
V= 3 x OH x Aire de ABC = 3 ><7 x Aire de ABC donc; x Aire de ABC =1 soit I'aire du triangle ABC est egale—za

C. L'aire du triangle OAB est (.a. L'aire du triangle OAC est:zé u.a. L'aire du triangle OBC est@a.

2 2
1%+ (g] +32=10 +% = 49 = Gj donc le carré de l'aire du triangle ABC est égll somme des carrés des aires des autres

faces de ce tétraédre.
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Exercice 4 5 points Candidats ayant suivi 'ensghement de spécialité

1l.a

6°=36=3x11+3donc6=3[11] 6°=3x6[11]donc 6=7[11]
6°=6x7[11]donc 6=9[11] 6°=6%x9[11]donc6=-1[11]
6'°=(6°)*donc 6= (- 1)°[11]donc 6°=1[11] Le reste de la division euclidienne d€ par 11 est 1.

1.b. 62=36=7x5+1donc6=1[5]or6'=(6%)%donc6'=1[5]
Le reste de la division euclidienne dépr 5 est 1.

l.c. 6%=1[11]or(6°)*=6""donc6®=1[11]
demémed=1[5]or(6")°=6donc6°=1[5]

1.d. 11 et 5 divisent & — 1 or 11 et 5 sont premiers entre eux dons Sdivise 6° — 1
6“°— 1 est divisible par 55.

2.a. 5 divise 65 et 40 donc 65 et 40 ne sont pas premietre eux donc I'équation (E) 85 40y = 1 n’a pas de solution d'aprés le
théoréme de Bézout.

2.b. 17 et 40 sont premiers entre eux donc, d'aprehderéme de Bézoutéquation (E) 17 x — 40y = 1 admet au moins une
solution.

2.c

u \Y; 17u - 40v| Quotient

0 1 - 40

1 0 17 -3
Lz=L,+3L, 3 1 11 1
L,=L,—Ls -2 -1 6 1
L5:L3—L4 5 2 5 1
L6:L4—L5 -7 -3 1 5
L;=Ls—5Lg 40 17 0

donc 17x (— 7) + 40x 3 = 1 donc le couple (— 7 ; — 3) est solution dex + 40y =1

donc par différence membre a membre :
17x (- 7)— 40x € 3F 1
17 k+7)—40¢y+3)=0
soit 17 &+ 7) = 40 ¢ + 3) donc 17 divise 40/(+ 3) or 17 et 40 sont premiers entre eux doncré®fe théoréeme de Gauss, 17 divise
y + 3. Il existe un entier relatiftel quey + 3 = 17k donc en remplacant dans X+H7) =40 ¢ + 3),x + 7 = 40k
doncy =17k - 3 etx =40k -7
Vérification :
s'il existe un entier relati tel quey = 17k— 3 etx=40k— 7 alors 1% — 40y = 17x 40k - 7x 17 —40x 17k+3x40=1
donc les solutions de (E’) sont les couplesk407 ; 17k — 3) avedk [ Z.

17x- 40y= 1
2 { y

Si 17x =1 [40], il existe un entier relatyftel que 17 = 1 + 40y doncx est solution de (E’) donc il existe un entier tiéla tel que :
x=40k-7

0<x<40 - 0<40k—-7<40 - z <ks 47 = k=1
40 40

Il existe un unique naturel, inférieur a 40 tel que 1¥,= 1 [40] :xq =40 -7 =33
3.  Sia'’=b][55] alors 55 divis@' —b et sia*®=1 [55] alors 55 divisa*’ - 1

or 17x 33 —40x 14 = 1 don@*"***=b>*[ 55 ] donca! * **“*=p**[ 55 ]
orat ™" M=alxa*M=ax @")"eta’=1[55], donca****=1[55] donca’ * *****=a[ 55 ] donch **=a [55].
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