On appelle nombre parfait tout entier naturel n dont la somme des diviseurs est égale a 2 n.

1. p est un nombre premier (p > 2). Onnote a=24p.
a. Trouvez tous les diviseurs de a.
b. Déduisez-en les valeurs de p pour lesquelles a est un nombre parfait.
2. p est un nombre premier (p > 2). n est un entier naturel non nul. On note o =2"p.
a. Prouvez que la somme de tous les diviseurs de o est (1 +p) (2"*1-1)
b. Déduisez-en que si a est parfait, alors: p=2"*1-1
3. On suppose dans cette question que o est un nombre parfait. Démontrez que la somme des inverses de tous les diviseurs de o
est égale a 2.
4. Trouvez quatre nombres parfaits
CORRECTION

1.a.  pestunnombre premier donc ses diviseurs sont 1 et p, alors les diviseurs de asont: 1,p.2,2p. 22 22p, 28 23%p, 24 2%p.

b. Lasomme des diviseursde aestS=1+p+2+2p+22+22p+23+23p+24+2%p
S=(1+p)(1+2+22+2%3+2%=31(1+p)

a est un nombre parfait si et seulement siS=2asoit2°p =31 (1 +p)

(1 +p) —p =1donc d’apres le théoreme de Bézout, p est premier avec 1 + p.

p est premier avec 1 + p, p divise 31 (1 + p) donc d’apres le théoreme de Gauss p divise 31, doncp=1oup =31
p est un nombre premier donc p = 31 donc a=2* x 31 = 496

2.a.  Prouvez que la somme de tous les diviseurs de o est (1 +p) (2"*1-1)

p est un nombre premier donc ses diviseurs sont 1 et p, alors les diviseursde asont: 1, p,2,2p,22,22p, 2% 23%p, ... 2", 2"p.

Lasomme des diviseursde aest1+p+2+2p+22+22p+23+23p+ ... +2"+2"p=(1L+p) (1 +2+22+23+ ... +2")
n+l

S=(1+p) doncS=(1+p)(2"*1-1)

b. La somme des diviseurs de o est (1 +p) (2"*1-1)

o est un nombre parfait si et seulement si S=2 asoit2"*tp=(1+p) 2"*1-1)

(1 +p)—p=1donc d’aprés le théoréme de Bézout, p est premier avec 1 + p.

p est premier avec 1 + p, p divise (1 + p) (2"** - 1) donc d’aprés le théoréme de Gauss, p divise (2"*1 - 1).

Deméme2"*lp=(1+p)(2"*1-1)

2n+1_(2n*1-1) =1 donc d’aprés le théoréme de Bézout, (2"** - 1) est premier avec 2"**

(2"*1 1) est premier avec 2"*tet (2"*1 - 1) divise 2"** p donc d’aprés le théoréme de Gauss, (2"** - 1) divise p.
p divise 2"*1-1) et (2"*! - 1) divise pde plusp>0doncp=2"*"1-1.

3. S=1+2+2%2+ . +2"+p+2p+22p+..+2"p=2a=2""1p

donc en divisant terme a terme par 2" ** p, on obtient : L+_;1+...++£+i +i_1 + .. +1+1=2
2"p 2" p p 2" 2" 2
Soitenordonnant:l+£+...+i+l+i+ 1 + .t 1
2 2" p 2p 2%p 2" p
La somme des inverses de tous les diviseurs de a est égale a 2.

4. Cherchons des nombres parfaits de la forme 2" (2"*1 - 1).
D’aprés la question 1, 24 x 31 = 496 est un nombre parfait

2x3=60r6=1x2x3x60r1+2+3+6=12donc 6 estun nombre parfait

24x7=28
Les diviseursde 28sont1;2;4;7;14;280r1+2+4+7+ 14 +28 =56 =2 x 28 donc 28 est un nombre parfait

6x(27-1)=8128

Ses diviseurssont1;2;4;8;16;32;64;127;254;508;1016;2032;4064 ;8128
etl1+2+4+8+16+32+64+127+254+508+1016+2032+4064+8128=16256=2x 8128
8128 est un nombre parfait



