a) tout d’abord, f est continue sur R, périodique, donc bornée sur [0, 27], et sur R ; conséquence : t — e f(x+t) est continue par
morceaux sur | = R+, dominée au voisinage de +oo par exp(-t), intégrable sur I : G(f)(x) existe bien.
Ensuite : f — G(f) est linéaire.
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De plus ¥xe R G(f)(x) = _[ e f(u)du=e J e f(u)du (changement de variables affine u =t + x, donc C* et bijectif de
0 X
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[x, “+oo[ sur [0, +oo[) ; comme u — exp(-u) f(u) est continue sur J =R, X — J. e 'f(u)du = _[ e 'f(u)du —Ie_uf(u)du est
X 0 0

C'surJ, de dérivée x — - e* f(x) ; x — exp(x) est C* sur I.

Conséquence : G(f) est C* sur 1, 2n-périodique, donc élément de E. G est bien un endomorphisme de E.
Remarque : on peut aussi utiliser le théoréme de continuité sous le signe intégrale.
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f(X) = G(A(x) — f(x) ; G(f) est solution de (E) : y’ —y=-1.
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b) Et Wxe R G()’(x) = © j e f(u)du-e'e
X

¢) G n’est pas surjectif car pour tout f € E, G(f) est C*; les éléments de E qui sont continus mais pas C* sur R (par exemple x —
[X| sur [-=, «t] et 2n-périodiques) n’ont pas d’antécédent par G.

G est-il injectif ? soit f € E/ G(f) =0 ; alors G(f*) = 0 puis (en utilisant la question précédente): f = 0. Conclusion : G est injectif.

d) On cherche f= 0/ G(f) = Af ; on sait de plus que G(f)” — G(f) = - f

Si A =0, f =0 (G injectif) ; on suppose & présent A= 0. Donc f = G(f)/A est C*; on peut dériver la 1° égalité : Af> - Af=-fet Af’ +
(1-2)f=0

C’est une équation différentielle linéaire du 1° ordre a coefficients constants de second membre nul. Comme A = 0 : f(X) =
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ae * (a complexe). Probleme : cette fonction est-elle 2r-périodique ? uniquement si — 5~ est un imaginaire pur, et multiple

A1 1 1+i2nb

de 2m, ie il existe b entier tel que 5~ =i 2nb, soit A = 1—ionb 1+ 47202 (ce qui donne tout de méme une infinité de

valeurs propres)



