Nouvelle Calédonie mars 2007
EXERCICE 1 5 points  Commun a tous les candidats

Pour tout cet exercice, I'espace est muni d’unmepéthonormal (O, | k ).

1 Question de coursEtablir 'équation cartésienne d’un plan dont onrmait un vecteur normal (a, b, ¢) et un point My(Xo, Yo , Zo)-
On consideére les points A(1 ; 2 ; — 3), B(-13;4) et C(2 ;6 ; — 1).

a. Montrer que les points A, B et C déterminent lanp

b. Vérifier guune équation cartésienne du plan (ABC) est¥ +z+ 3 =0.

p

2

C. Soit | le point de coordonnées (— 5 ; 9 ; 4)téd@iner un systeme d'équations paramétriques dedide D passant par | et
erpendiculaire au plan (ABC).

d. Déterminer les coordonnées du point J, interseate la droite D et du plan (ABC).

e. En déduire la distance du point | au plan (ABC).

EXERCICE 2 4 points  Commun a tous les candidats

Pour chaque question une seule des quatre propaosigst exacte. Le candidat indiquera sur la cépieuméro de la question et la

lettre correspondant a la réponse choisie. Aucuiséfjcationn’est demandée.

Une réponse exacte rapporte les points attribuda guestion, une réponse inexacte enléve la mde® points attribués a la

guestion) absence de réponse est comt@eint. Si le total est négatif la note est ramea€e

A. Un sac contient 3 boules blanches, 4 boules neirésboule rouge, indiscernables au toucher. @ndw hasard, successivement,

trois boules du sac, en remettant chaque bouke diaés le sac avant le tirage suivant.

Question 1: La probabilité de tirer trois boules noires est :

14]

[3 9 1)° 4x3x 2

ﬁ ’ 3) e
3

Question 2: Sachant que Jean a tiré 3 boules de la mémeuwoldeprobabilité qu'il ait tiré 3 boules rougest e

1)° 23 1
0 [—) 1

8 128

B. Soitf la fonction définie sur [0 ; 1] pdr(X) = X + moumest une constante réelle.
Question 3: f est une densité de probabilité sur I'intervalle [ lorsque

1 -
m=-1 m= > m= e? m=e”"

C. La durée de vie en années d’'un composant électrersigit une loi exponentielle de paramétre 0,2.
Question 4: La probabilité que ce composant électroniqueiét durée de vie strictement supérieure a 5 ans est
1

1 1 1
-1 ! - -

e

EXERCICE 3 5 points  Candidats ayant suivi I'enseigement de spécialité
Pour coder un message, on procéde de la maniéranseii: a chacune des 26 lettres de 'alphabetomnmence par associer un
entiernde I'ensembl€) ={0;1; 2 ;... ; 24 ; 25} selon le tableaudgssous :
A|IB[C|ID|E]F[G|H] I] J] Kl LIM N of] Pl d R 8§ T U W Y Z
o[ 1] 2] 3] 4] 5] 6] 7] 8 d 1p11[12]13] 14| 15| 16 17 18 19 20 21 22 D3 P4 |25

a etb étant deux entiers naturels donnés, on assooieat &htiem deQ le reste de la division euclidienne @en(+ b) par 26 ; ce reste
est alors associé a la lettre correspondante.

Exemple : pour coder la lettre P avee 2 etb = 3, on procéde de la maniére suivante :

étape 1 : on lui associe I'entier= 15.

étape 2 : le reste de la division de 2 x 15 + 3p& 26 est 7.

étape 3 : on associe 7 & H. Donc P est codé pettria H.

Que dire alors du codage obtenu lorsque I'on peead ?

Montrer que les lettres A et C sont codées par@melettre lorsque I'on choisit= 13.

Dans toute la suite de I'exercice, on prene 5 etb = 2.

On considére deux lettres de I'alphabet assoc&gmectivement aux entiensetp.

Montrer, que si B + 2 et 5p + 2 ont le méme reste dans la division par 2Galerp est un multiple de 26. En déduire que p.
Coder le mot AMI.

On se propose de décoder la lettre E.

Montrer que décoder la lettre E revient a détermigéémentn deQ tel que 5n — 26y = 2, olly est un entier.

On considére I'équation%— 26y = 2, avex ety entiers relatifs.

A. Donner une solution particuliere de I'équatior 5 26y = 2.

B. Résoudre alors I'équationxs- 26y = 2.

C. En déduire qu'il existe un unique coupte ¥) solution de I'équation précédente, avec < 25.

C. Décoder alors la lettre E.

pwn e

oo kT
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EXERCICE 4 7 points  Commun a tous les candidats

2n
Soit (U,) la suite définie suN* par :u, = 1.1 +—1 + ...+—1 .

~ Kk n n+l 2n
PARTIE A

-3n-2
1. Montrer que pour toutdeN*: u,,—U, =
n(2n+2)(2n+1)

2. En déduire le sens de variation de la suitg)(
3. Etablir alors quey(,,) est une suite convergente.

L’objectif de la partie B est de déterminer la valde la limite de la suitai().

PARTIE B

Soitf la fonction définie sur I'intervalle ] 0 ; & [ par :f (x) = L +1In [ :(_1 ] .
X X

. . 1 nttg 1
1.a. Justifier pour tout entier natureinon nul 'encadrement- sj —dx=s—=.

n+l” J. x n
n+1
b. Vérifier queJ. 1 d x -1 f(n).
n X n
C. En déduire que pour tout entier naturelon nul, 0< f (n) < ;
n(n+1)
2n
2. On considére la suit&() définie sulN*par S,, = Z 1 = 1 + 1 +..+ 1
~ k(k+1) n(n+l) (n+t1)(n+2) 2n(2nt 1)
a. Montrer que pour tout entier naturehon nul, 0<f (n) +f(n+ 1) + --- f (2n) < S,
b. Déterminer les réelsetb tels que pour tout réeldistinct de — 1 et de 0, on ait =2, b
X(x+1) x x+1
¢.  Endéduire légalité = —N"1
n(2n+1)
d. En utilisant les questions précédentes, déternailoes la limite quand tend vers +o de :
2n
Z f(n) =f(n) +f(n+1)+ ...+ (2n)
k=n

e Vérifier que pour tout entier= 1,f(n) +f(n+ 1) + ... +f(2n) =u, - In[ 2+1 j
n

f. Déterminer la limite de la suit@ {).
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CORRECTION

EXERCICE 1 5 points  Commun a tous les candidats
1. Le plan de vecteur normal(a, b, c) passant par le point M(Xo, Yo , Zo) est I'ensemble des points M de I'espace tels que
M ,M.n=0donca (x— X)) +b (y-yo) +c(z-2,) =0 soitax+by+cz=ax,+bys+cz,

2. On consideére les points A(1 ; 2 ; — 3), B(-13;4) et C(2 ;6 ; — 1).
a. Les vecteursAB et AC ont pour coordonnées (-4 ; —1; 7) et (1 ; #ddhc ne sont pas colinéaires donc les points &t 8

déterminent un plan.

b. Les coordonnées de A vérifient x2 — 2 — 3 + 3 = 0 donc A appartient au plan d'éigua2x —y +z+ 3 = 0.
Les coordonnées de B vérifient xZ— 3) — 1 + 4 + 3 = 0 donc B appartient au plagdation X -y +z+ 3 = 0.
Les coordonnées de C vérifient x2 — 6 — 1 + 3 = 0 donc C appatrtient au plan d'éqo&2x -y +z+ 3 = 0.

Les points A, B et C déterminent un plan, donc émeation cartésienne du plan (ABC) est2y +z+ 3 = 0.

C. Le vecteur de coordonnées (2 ; — 1 ; 1) estagtewir normal au plan (ABC) donc est un vectewwatéur de la droite D.

D est I'ensemble des points M de I'espace teld gulste un réel : IM =t n.
X=-5+2t

Un systeme d’équations paramétriques de la droped3ant par | et perpendiculaire au plan (ABC) egt=9 -t avect 0 R.
z=4+t

d. J appartient a D donc il existe un rétdl que les coordonnées de J soient (— 8§ #2—t; 4 +t)

J appartient au plan (ABC)donc 2 (-5#92 (9-t)+4+t+3 =0soit@—12=0dont=2

Les coordonnées du point J, intersection de lgaliiet du plan (ABC) sont (-1 ;7 ; 6)

e. la droite D passe par | et perpendiculaire au @RBC), le point J, intersection de la droite Ddat plan (ABC) est la

projection orthogonale de | sur le plan (ABC).
La distance du point | au plan (ABC) est 1J ot £)(— 1 + 5F + (7 — 9 + (6 — 4F = 16 + 4 + 4 = 24 donc 1J =£6

EXERCICE 2 4 points  Commun a tous les candidats
Question 1 :Réponse
le nombre de cas possibles edtl@ nombre de cas favorables eddénc la probabilité de tirer trois boules noires:e

S0

Question 2: Réponsed
3

3
La probabilité de tirer 3 boules blanches,§§tzg—z, la probabilité de tirer 3 boules rouges, é§t28_13
La probabilité de tirer 3 boules de la méme c0l,|Ie$|r6—§1 + %7+ —13 =%2
8° 8° 8° 8
Sachant que Jean a tiré 3 boules de la méme cpldqrobabilité qu'il ait tiré 3 boules rouges est
1
p (3 boules rouges) _ 8% _
p (3 boules de la méme couleur) 92
83

Question 3: Réponseb

1
f est une densité de probabilité sur 'intervalle [Q lorsquef (x) = 0 sur [0 ; 1] etj f(x)dx =1
0
. 1
J f(x)dx=[— X2 + mx}
0 2

Question 4: Réponseb

1
=—;+ ndonc%+m=1 soitm=%, m< 0 doncx + m> 0 pour touk de [0 ; 1].
0

5
X suit une loi exponentielle de paramétre 0,2 don@(X <5) = I Ae ™ dx =1-edoncp(X >5)=¢e
0

La probabilité que ce composant électronique atdurée de vie strictement supérieure 4 5 anseest = e ' =

|-
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EXERCICE 3 5 points  Candidats ayant suivi I'enseigement de spécialité
1. Sia=0, alors pour tout,an+b=b
Toutes les lettres de I'alphabet sont associéeséame nombre donc seront codées par la méme lettre.

2. Sia =13, on associe I'entidra A et 2x 13 +b a la lettre C
Le reste de la division par 26 dect 26 +b est le méme donc les lettres A et C sont codéetapaéme lettre lorsque I'on choisit
a=13.

3.a. si5n+2et5+2ontle méme reste dans la division par 26dar+ 2=5p+ 2 [ 26 ] donc 5{—p)=0[26]
donc 26 divise 5n(—p) or 26 et 5 sont premiers entre eux donc d’agréisdoréeme de Gauss, 26 divisep.

n - p est un multiple de 26.

O<n<25etlp<25donc-25-p<0dol—-2n-p<25

Le seul multiple de 26 compris entre — 25 et 2®aftncn —p = 0 soith =p

b.
Lettre | Nombre associgé | 5n+ 2 | reste de la division derb+ 2 par 26| lettre associée
A 0 2 2 C
M 12 62 10 K
I 8 42 16 Q

Le mot AMI est codé par CQK.

4.a. La lettre E est associée au nhombre 4, ce nombite estte de la division dexs+ 2 par 26 ok est un entier inconnu associé a

la lettre cherchée, x < 25.

Lettre | Nombre associ#| 5n+ 2 | reste de la division derb+ 2 par 26| lettre associge
? X 5x+2 4 E

donc 5x + 2= 41 26 ] soit il existe un entier relagiftel que 5« + 2 = 26y + 4

Il faut donc résoudre $— 26y = 2 aveqy O Z, etx 0 Q.

b.A 5x(-10)—-26x(—2)=-50+52=2donc (- 10 ; — 2) est solutie 5x — 26y = 2.

5x-26y=2

b. B. Y donc par différence membre a membre :
5x (-10)- 26x £ 2)= 2

5(x+10)-26y+2)=0

soit 5 k + 10) = 26 ¥y + 2) donc 5 divise 26y(+ 2) or 5 et 26 sont premiers entre eux donc &ape théoréeme de Gauss, 5 divise

y + 2. Il existe un entier relatftel quey + 2 = 5k donc en remplacant dans»X5+ 10) = 26 y + 2),x + 10 = 26k

doncy =5k—2 etx = 26k— 10

Vérification :

s'il existe un entier relati tel quey = 5k — 2 etx = 26k — 10 alors 5 — 26y =5% 26k — 5% 10 —26x 5k + 26x 2 =2

donc les solutions de (E’) sont les coupleskK2610 ; 5k — 2) avedk [0 Z.

b. C. En déduire qu'il existe un unique coupte ¥) solution de I'équation précédente, avec0< 25.
Si le couple X ; y) est solution de I'équationye— 26y = 2 alors il existe un entier relakitel quex = 26k — 10 ety = 5k — 2.
O0s<x<25donc 1&x 26k<35donk=1doncx=16ety=3

C. Pour décoder E, il faut trouvartel que O< x < 25 et5 x — 26y = 2 doncx = 16 d’aprés les questions précédentes.

Lettre | Nombre associgé | 5n+ 2 | reste de la division derb+ 2 par 26| lettre associée
Q 16 82 4 E
La lettre E est décodée par Q.
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EXERCICE 4 7 points  Commun a tous les candidats

PARTIE A
&V 1 1 1 1 (1. 1 1) 1. 1 1
1. Un+1= Z - = +...+—+ + = | e — |-+ +
Sk on+l 2n 2n+1 2(n+1) n n+l 2n) n 2n+l1 2(n+ 1)
u—u+ s 11 1 1 1 2n+2¢2n+1 1 n(4n+ 3y (@w 1)(2w 2
"ITEN T on+1 2(n+1) n 2n+1 2(n+1) n_ (2n+ 1)(2n+ 2) n n@m 1)(2n+ 2)
1 1 1_ 4n?+ 3n- (4n”+ 4n+ 2n+ 2 onc 1 + 1 _1_ - 3n-2
2n+1 2(n+1) n ni2n+ 1)(2n+ 2) 2n+1 2(n+1) n n@2n+1)(2n+ 2)
-3n-2

pour toutndeN*; U, 1—U, =

n(2n+2)(2n+1)
2. nzldonc-Hh-2<0en(2n+1)(2n+2)>0donw,,1—U,<0,lasuitey,) est décroissante.
3. pour toutn deN* : u, > 0 donc (@ ,) est décroissante minorée par 0 donc est conviergen

PARTIE B

. . 1 1 1 . 1 1 1 .
1.a. Tout entier natureh non nul, sh<x<n+ 1 alors——<-—-<-= les fonctionx - — ;X - — etx - —— sont continues
n+l X n n X n+1

n+1 1 1

surfn;n+1]eth<n+ 1donc ! SI —dx<—.
n+ n X n

n+1
b. I 1dx [Inx]"* = |n(n+1)—|n:|r(”—1j_—|[ ”]
n n n+1
n+1l
) =2 +in[ " | doncd —f () == In[ = doncJ. Tax=1-t(m)
n n+1 n n+1 X n

n

n+1
C. Pour tout entier natur@lnon nul,isjh 1dx<— donci< 1 f(n)s—1 soiti—}s— f(n)s—l— £
n+1 no X n n+l n n n+l n n n
S NP f(n) <0 donc 0< f (n) < ;.
n(n+1) n(n+1)
2.a. En écrivant successivemen£® (k) < ﬁ pour les valeurs decomprises entra et 2n :
0< f(n) < m
0<f(n+1)< m
< f2n) < 2n(2n+1)
En ajoutant terme a termes : pour tout entier atunon nul, 0<f (n) +f(n+ 1) +--- f (2n) < S,
b. pour tout réek distinct de — 1 et de 0 1 =2, b , donc 1 _a(x+1)+b X= (a+ b) x ¢ donc pour
X(x+1) x x+1 x(x+1) X(x+1) X( x+1)
tout réelx distinct de — 1 et de Oa(+rb) x+a=1donca+bh=0eta=1soita=1letb=-1
pour tout réek distinct de — 1 et de 0; 1 MES .
x(x+1) x x+1
C. En écrivant successivemeﬁtl— -1 pour les valeurs deentiéres comprises enmeet 2n :

X(x+1) x x+1

1 1 1
n(n+l) ~ n +1
1 1

1
(n+1)(n+2) ~ i+l = m+2
2n(2n+1) /_2 2n+1
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+
En ajoutant terme a termes : pour tout entier eatunon nul, S, = 11 __ n+ld
2n+1l n(2n+1)
d. pour tout entier natur@ non nul, 6<f (n) +f(n+ 1) + --- f (2n)<S,or S, = 1 2—1” donc lim S, =0 donc dapres le
n n n- +ow

2n

théoreme des gendarmesn Z f(n) = lim f(n)+f(n+1)+...+(2n)=0

n - +oo

k=n
e En écrivant successivemenin) =% +1In [n%lj =711+ In (n) —In ( n+1) pour les valeurs deentiéres comprises entneet
2n:
1
f(n) = oot I - Ingr+1)
1
fn+1) =77 + Inw+1) — Ing+2)
+
_ 1
f2n =5, + In2n - In@2n+1)

En ajoutant terme a termes : pour tout entier edtumon nul,f (n) +f (n+ 1) + ... +f (2n) =u,+Inn—=1In (2n + 1)

soitf () = up — [In (2n+1)—|nn]=un—ln(2n+1j donc pour tout entigr> 1,f (n) +f (N + 1) + ... +f(2n)=un—ln( 2+1j.
n n

f. lim f(n)+f(n+21)+...+f(2n)=0et lim In(2+1jzln2donc lim u,=1In2.
n - +oo n - +oo n n - +oo
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