EXERCICE 1
e
On pose } = .[ x 2 (Inx) P d x oup est un entier naturel non nul.
1

1 :a) Calculez | ( On pourra faire une intégration par parties)

. e® p+1
b)  Montrez que pour tout entier naturel non niil ; = 3 "3 Ip

c) Déduisez-en{, puis ls.

2: Onconsidére la suite () , p entier= 0.

a) Montrez que cette suite est décroissante.

b)  Etablissez la convergence de cette suite verdimnite L = 0.

3 :a) Montrez qu'il y a contradiction entre le faitequsoit strictement positive et la relation
obtenue dans 1h).

b)  Déduisez-en alors la limite de la suite,()!

CORRECTION
1:a:En effectuant une intégration par parties, otieob:

€ .2
I1=.[ X< Inxdx
1

b: C'estla méme calcul que le précédent. On teffegne intégration par parties et on obtient le
résultat

Ip+1— ° x 2(nx) P*tdx
- X p+1 ) eX3 1 p
lpe1= |2 (In X) —j X (p+D)=(nx) Pdx
3 N 1 3 X
e
X p+tlce >
1= | =—(nx) Pt ——j x2(Inx) Pdx
lp+1 {3 ) } ), (Inx)
1
|p+1: 3 - 3 Ip
c: En particulier,on a:
|2:e__g|1:£e3_£
3 3 27 27
3
|3_e__|2:ie3+£
3 27 27

2 :a:Pour voir que la suite () est décroissante, il suffit de remarquer que pawirx compris
entre 1 e, In x est compris entre 0 et 1. Donc, pour toubmpris entre 1 &, on a x*(In x)P**
<x2(Inx)P.

Comme l'intégrale sur [1€] est une forme linéaire positive, on a bign k< | , sip est un entier
positif.

b: Le fait que |, soit= 0 est clair. C'est donc une suite décroissamarairée par 0. Elle
converge donc vers une limitex0.

3:a:SilLest>0, alors en particulier, la sujpeH(1) I, tend vers +o. Mais d'aprés la relation
3
e +1
obtenueenlb,ona: |.1= 3 p3 I
Ce qui n'est pas possible si on considére le passémlimite p tend vers +0). Donc on ne peut
pas avoir L > 0.
b: Comme L estun réel >0, on en déduit que L = 0.

La suite converge donc vers 0.




EXERCICE 2

Soit la fonctionf définie surl1] 0, +oo [ par :f (X) = ;2
X (1+Xx)
. : _— ) 1 a b
1. Déterminer trois réets b, ctels que, pour tow 1] 0, oo [! ———— = — + —— +
X (1+ x) x 1+x
_c
(1+x)*
2.  SoitX>0.
X 1
a. CaIcuIerJ=j ——— d x
Ix(1+ x)
b.  Vérifier que la fonction F définie sur ] 0 ;es[ par : F(X) =J'X;2 d x estla
Ix (1+ x)
primitive nulle en 1 dé.
CORRECTION
. a,b c _a(@+x)2+bx(@+x)+cx _
X 1+x (1+x)2 X (1+ x) 2
(a+b)x?+(2a+b+c)x+a _ 1
X (1+ X) 2 X (1+x)?
atb=0
il faut donc que; 2a+b+c=0doncc=1l,a=-1letb=1
c=1
f(x)=—1 + 1 + 1 >
X  x+1 (x+1)

2.a. Une primitive dd estg:gX) =—In|x|+In|x+1 |—%1
X

1 1

X>0doncJ=—-InX+In(X+1) +—=-In2
X+1 2

b.  festune fonction continue sur ] OgeH donc la fonction F définie sur ] 0 ;o¢[ par : F(X) =
jx% d x est la primitive nulle en 1 de
Ix (1+ x)
Ce qui peut se prouver autremegtest une primitive dédonc F(X) =g(X) — g(1)
F —g est une constante donc F est une primitivé de
F(1) =g(1) —g(1) = 0 donc la fonction F définie sur ] 0 poH par : F(X) =

jx% d x est la primitive nulle en 1 de
Ix (1+ x)



EXERCICE 3
On considére I'applicatiohdeR dansR définie par f (x) = (x+ 2)e ™™
(C) est la courbe représentativefdians un repére orthonormal (O, ] ). unité = 2cm

1: Etudie# et tracezC).
2: Calculez I'aire en cindu domaine limité paQ), les axes de coordonnées et la droite
d’équation k=m", (m=0).

3: Soit GK) = e * (% x 2 +g x+1—fj .Montrez que G est une primitive dé()] 2 surR.

4 : Lavaleur moyenne de [X)] 2 sur le segment [Orm] a-t-elle une limite lorsquen tend vers +
00 ?

CORRECTION
1: Lafonctionf est définie et dérivable sR. De plus, pour toutréel,onaf' (X) =e™— (x +
2)e*=e ¥ (—x-1).
Doncf’(x) > 0 sur ] —o; — 1] etf est croissante sur Jos; —1 [ ;f'(~1) =0
f'(X) <Osur]—1;-eo etf est décroissante sur [ — 1 f
lim xe™=0et lim e *=0 doncxlinjw f(x)=0

X - +o X - + 0
lim x+2=—cet lim e™*

X > =0 X > -0

La courbe dé est alors :

=+ donc Iinj f(X)=—o0

2. L'aire cherchée correspond a
m
A(m) = [4_[0 f(x)d xj cm? car l'unité d’aire sur les axes est 2 cm.

A l'aide d’une intégration par parties, on obtiaftrs :
m _ x| m m _

J- (x+2)e de=[—(x+2)e X]0+J- e *dx
0 0

= [—(x+2)e'x—e'x] 31

=[-x+9e7]]

=—Mm+3)e ™+3

Il ne reste plus qu'a multiplier par 4 pour avéiire en cnf.

On peut remarquer que cette aire tend vers trPtsnd vers -o.

3: Pour vérifier que G est une primitivefde il suffit de calculer la dérivée de G. Or :

G'K) = 2 [X_Z £ 2X +1_3‘J e (XJ,E]
2 2 4 2
G'(X) =e 2 (x*— 4x + 4)
G'K) =[e™* (x— 2)]?
G'(x) = [f (x)] >donc G est une primitive de [X)] * surR.

4 :  Lavaleur moyenne dé(K)] *sur l'intervalle [0 ;m] est :l .[ " [f(x)]?dx etcomme G
mJo

est une primitive dé

m 2 4. = _ _om[m? 5m 13) 13 _,,
IO [f()]°dx =Gm) - G(0)=-e [T+7+7J+78

LM tax e Me S, 18) 18
m <o 2 2 4m) 4m

lim me2"=0et lim e ?2™=0donc lim e~ m,5,13

2m =0 donc
mo +o mo +oo mo +ow 2 2 4m

lim Om[f(x)]zdx =0

m - +oco



Session de remplacement, 1990

Soit la fonctiorf définie sur IR paf (x) = 1 X 5
+ X

et la fonctiong définie sur IR pag(x) = 1 X
+
1
1. Calculer: h= J- f(x)dx.
0

1
2. Soit |, =I g(x) d x Calculer I, + 1, et en déduire la valeur de. |
0

CORRECTION
1. u(x)=x*+1
. 1 1
u'(x) = 2x doncx = 5 u'(x) doncf (x) = 3
|

u(x) > 0 donc Ff) = %In (x%+1)

) donc une primitive déest F : FY) = 1 In Ju(x)
u(x) 2

1
I, =F()-F()donc{= 5 In2

2, |l+|2=j01 f(x)dx+j; g(x) dx

1
i+ 1a=] 1109+ 9091 dx

3 2
X X X(1+x°)
orf(x) +g(x) = + = =X
09+ 909 1+x2  1+x? 1+x2
donc
1 1 ,]1°
I1+I2:I xdx =| =x
0 2 0
1
|1+|2=E
donclln2+lz=1
2 2
|2:1—1|n2
2 2



Algérie, 1985
2x-7
x2-2x-3
1. Déterminer les nombres réel®tf3 tels que, pour tout élément de I'ensemble de définition
def,

f(x) =

On consideére la fonctioihdéfinie par f (x) =

2x-2 a B
+ + .
x?-2x-3 x+1 x-3
2. En déduire une primitive F de la fonctiosur l'intervalle ] 3 ; #eo[ ; calculer lim  F(x).

X > +00

CORRECTION
1. K= 22X_2 s 0, B
X -2x-3 x+1 x-3
F ) — 2x-2 _ o _ B .
x?-2x-3 x+1 x-3
-5 _a . B
x?-2x-3 x+1 x-3

a B _(a+B)x+B-3a
x+1 x-3 (x+D (x-3)
a B _(a+B)x+B-3a
x+1 x-3 x?-2x-3
dmm(a+E)X+B_3a - -5
Xc=2x-3 X“=2x-3
donca+B=0etB-3a=-5
donca:EetB:—E
4 4
dOI’]Cf(X)ZZZX—_2+Ex 1 _Ex 1
x“-2x-3 4 x+1 4 x-3
2 5 5 N .
2. F&) = In |x —2x—3|+Zh1V+1L~Zm|x—3|+koukeﬁLmremqudcmmue

x?=2x—3=§k+1) x—3)
x> 3 donex?—2x-3>0x+1>0ex—3>0
donc

F(X) = In (x*—2x—3) +%In (x+ 1)—%In (x—3) +k
F() = In (x*>—2x—3) +;[In (x+1)—Ing—1)] +k

FO) = In (= 2x—3) +21n | 2| 4k
4 x-1

lim (zi%j=1dmmlm1In(zi%j=m1=0

X - +o00 X = X - + 00

lim x2-2x—3=+wor lim Inx=+ow

X - +o00 X - +o00

donc lim In (x*—2x—3) =+

X - + o0

donc Ilim F(X) =+

X - + oo



National, 1995
L'objectif est de calculer les intégrales suivantes

1 1 1 x 2 1 2
| = _ J= ———dx K= \/X +2 dx
IO ,X2+2 J-O ,X2+2 -[0
1. Calcul de |
Soit la fonctionf définie sur [0, 1] parf.(x) = In (x + +/ X2+2).

a. Calculer la dérivée de la fonctian- 4/ x 242 .

b. En déduire la dérivéle def .
Calculer la valeur de I.

d x

o

2. Calculde JetK

a. Sans calculer explicitement J et K, vérifier quet 2 | = K.
b

(

A l'aide d'une intégration par parties portamti$ntégrale K, montrer que K #_3 -J.

Résultat admis)
C. En déduire les valeurs de J et de K.

CORRECTION
1. Calcul de |
Soit la fonctiorf définie sur [0, 1] par :

FO)=In(x++ x2+2).

a. La dérivée de& — - x2 +2 estla fonctiorx -

b.  soitu(X) =x+ X2 +2,

U =1+ X = 409
Ux2+2  x?2+2
vy u' @ _ » 1 _ u(x) » 1
TR TR T e a0
1
f'((X) = ——
) =5

doncf est une primitive d& —
X2 +2

c 1=f@Q)-f(0)=In(1+y/3)-In2

1
2.4 J+21= dx+2J'
0

le_z 1 4y
0 Jx%2+2 Y x2+2
jlﬂdx
0 [x24+9o
2
orx—+2 =y x2+2 donc

x2+2

1
J+2|:j Jx2+2 dx =K
0

c. J+21=KorK=/3-1.
doncJ+21=/3 —Jsoit23=5/3 -21

Jz@—lorlzln(1+\/_3)—ln\/_2

donc :

J+21=






Nancy-Metz, 1980
On considére la fonction numérique de la variabllef définie parf (x) = 1% .
X
a.  Déterminer une fonction polynéme P, de degré&iede ou égal a 3, q@ méme valeur et

méme nombre dérivé qhien 0 et 1.

b.  Soitk la fonction numérique définie pkr(x) = Lot 3
1+x 4 4

Factorisekk et en déduire la position relative deef Cp, courbes représentatives respectivebate
P, dans un méme repére (O,:j ) orthonormé du plan.

N 1
C. A l'aide d'un encadrement de X pourx O [0, 1] montrer que i < I k(x)dx <
0
L .(Admettre ce résultat)
12C

1 1
d. Calculerj f(x)dx etj P(x)dx.
0 0

CORRECTION
a.  PK=ax*+bx?+cx+d
P(0) =f(0) = 1 donad = 1

P(1) =f(1)=% donca+b+c:_%

1

P'&) =3ax?+2bx+cetf'x) = —-————
®) ( 17 %)?

P'(0) =f'(0)=-1donec=-1
P'(1) =f'() =—% donc 3a + 2b+c:_%

3a+2b+c:—l 3a+2b:§
4 4
1 1
soit le systéme a+b+c=-= donc atb== soita=—1,b=§,c=—1,d=1
2 2 4 4
c=-1 c=-1
d=1 d=1
P(x):—1x3+§x2—x+1
4 4
b. k(x)=i+lx3—§x2+x—1
1+x 4 4
kog= SHOEDOHD 1 s gy
1+x 4
k(X) = x? )
1+x 4
2 2
KX) = —— (4+x—3)=2_
4(1+x) 4
d " fdx=[mn[1+x]t =mn2
. .[o (9dx =[In|1+x]], =In
1
J- P(X)dX=|:——X4+1X3——X2+X:| :_i+1_1+1:M:£‘
4 s 16 4 2 16 16
1 1 1 1 1
e k(x) =f(X) — P& or — < k(x)dx < — donc— < f(x)dx —
09 =1 () « 24C .[0 ) 12C 24C .[0 )
1 1
j P(x)dx< —
0 12C
soiti<ln2—£L<i
24C 16 12C
1 11 11 1
— + =<ln2<= +

24C 16 16  12C



1—66 <In2 <£ doncn =166
24C 24C



France Métropolitaine Juin 99
Dans cet exercic est un entier naturel non nul.

2 L
On considére la suitelf) définie par u, = I en (Ztt++23] dt
0

1:a:Soit F la fonction définie sur [0 ; 2] par tF€ %
Etudier les variations de F sur [0 ; 2]. En dédgue, pour tout rédldans [0 ; 2]% <F@) < %
3 ! t ts
b: Montrer que, pour tout réebans [0 ; 2], on a:E e"<Ft en<en e
3 (2 7 (2
c: Parintégration, en déduire qu%:n en"-1|<u,< Zn en-1|.
el
d: Onrappelle quelhlm0 =1
Montrer que, si{,) posséde une limite L, alors L est compris ente¢ 3,5.
2 :a:\Vérifier que, pour tout Dans [0 ; 2], on a :2t *3 =2 —i. En déduire l'intégrale | =
t+2 t+2
2
j 2t+3 dt.
0 t+2
t 2 2

b: Montrer que, pour toutdans [0; 2], ona : & e" < e". En déduire quedu,< en.
c: Montrer que,) est convergente et déterminer sa limite L.

CORRECTION
a: F'®)=

(+2)° donc la fonction F est donc strictement croissantd0 ; 2].
t+

Donc, pour tout dans [0 ; 2] : F(0¥ F(t) < F(2), or F(0) =g et F(2) =£, on a donc la réponse a

la question.
b: Comme pour tout réel, on &*> 0, on obtient les inégalités demandées en mialtipltous
t t t t

les termes des inégalités précédente%ﬁar 5 en < F(t) en < % en.
L . - 3r2 ~
c: Desinégalités précédentes, on peut alors d&duie pour tout de IN *: 5 I endt <
2 L 7 2 t
j F)en dt s—j endt
0 4 Jo

t t 2 L 2 0 2
Une primitive dee " esth.e”),d'ou:J. e"dt =n|enh-e"| =n|e"-1|.
0

2 t 3 2 7 2
Onremarquequen:J- F(t)e”dt.D‘ou:En en-1 SUnSZn en-1
0

h _
(o tlim € - L = 1. Soith= E commeE tend vers 0 si tend vers o, on obtient alors :
-0 n n

2
lim nlen-1
n - +o
2 2

D'ou, la suiteg n [e” —1] tend vers 3 sn tend vers 4+0. De méme, la SUiteZ[ n [e” —1] tend

1
N

7 .
versz sin tend vers +o.
Comme la suitey(,) est encadrée par ces deux suites, si elle possedanite L, alors on doit

avoir : 3sLs%.



22t+3 2 1 2
2:a:l= dt = 2-——|dt =[[2t=-In (t + 2 =4—-1In2.
an= [ 2800 = e o=t e 2li=acn

b: On utilise la fait qued’) est croissante sur IR. Donc, pour tbdans [0 ; 2], on a @ t <
n

2 t 2
—.Doulse"<en.
n

Comme F() est= 0 sur [0 ; 2], en multipliant les termes des iniégs précédentes partl(et en
2

intégrant terme a terme, on obtien U ,< en|
2

- . 2 P ,
c: Commee" tend vers 1 gntend vers #o, car— tend vers 0, on en déduit de I'encadrement
n

de la suite f) précédent, que cette suite converge vers L 42—



Asie Juin-98
Pour tout entier naturel non nulon considere l'intégrale :

|n=J'le(|nx)”dx.

1 :a:Démontrer que, pour toutdans l'intervalle ]1 ¢, et pour tout entier naturel, on a :
INX)"=In)"**>0

b: En déduire que la suite jlest décroissante.

2 :a:Calculer |; a l'aide d'une intégration par parties

b: Démontrer que pour toatentier naturel non nul, ona yl;=e— (0 + 1),

c: Endéduire}, lzetla

Donner les valeurs exactes, exprimées en foncean et les valeurs approchées & #prés par
défaut.

3 :a:Démontrer que pour tout | ,= 0

b: Démontrer que pour toat (n+ 1)I,<1,e.

c En déduire la limite de,l

d: Déterminer la valeur del , + (I, + | ,+ 1) et en déduire la limite del ,,.

CORRECTION

1 :a:Pour toun entier naturel, ona: ("= (INX)"**=(nx)" x[ 1 —InX.
Pourx appartenant a l'intervalle ]¥[, on sait que Ix est appartienta] 0 ; 1].
Donc (InX) ".[ 1 — Inx ] est strictement négatif. D'ou :

Pour toutx dans ]1 g] et pour toun entier naturel , (I6)"— (INx)"**> 0

b: De la, on en déduit que pour touéntier naturel,

ln=1ln+120,

et donc que la suite () est bien décroissante.

2:a:

e e

Il_J-1 Inxdx—.[l 1.In xdx
=[x|nx]e—.[exx1dx

S X

e
:e—j ldx =e-(e—-1)=1.

1
b: Comme la dérivée de (k1)”+1est(1+1)1.(lnx)”, ona:

X

e
|n+1=j [In x]"*1d x

1
In+1:[x(lnx)”+l]f—jex(n+1)1(|nx)“dx

1 X

|n+1=e—jle (n+1) (Inx) " dx

lher1=e—(n+1)I,.

c: On peut alors écrire que :

l,=e—2.l,=e—2=0,718 & 10°prés par défaut
l;=e—3.1,=6—2e = 0,563 & I0prés par défaut
ls=e—4.13=9e—24=0,464 & IGprés par défaut

3 :a:Comme la fonction In est positive sur [@] ; on a bien & | ,,.
b: Alaquestion 2k:, on a montré que

lne 1=€=(N+21)1,.

Comme la suite () est positive, d'aprées la question précédentenatéduit que pour toatentier
naturel non nul, ona:

O<se—-(n+1)Il,ouencorerf+1)I,<e

c: Dela, onen déduit qug< %1 . Comme la suit{ilj tend vers 0 an tend vers +o, et
n n+

gue la suite (}) est minorée par 0, on en conclut que la suit¢ tgnd vers 0.

d: Toujours d'aprés la question B, on peut écrire quaa+ 1) I,+ 1, 1 =€, ou encore :
n|n+(|n+|n+l)=e

Comme la suite (J) converge vers 0, il en est de méme pouyr+(ll,,+ 1) , d'ou la limite den | ,est
e



Sujet National 1995
1
L'objectif est d'étudier la suite {) définie pour tout entiempar: ug= J- _r dx et

, 1 xn
pour tout entien=1,u, = I ——dx
0 [1_'_ X 2
1 :a) Soitf la fonction numérique définie sur [0 ; 1] par :

f(x):ln(x+m).

Calculer la dérivéé' def . En déduirau.

b) Calculeru;.

2 :a) Prouver que la suitei f) est décroissante.
En déduire que la suite {) est convergente.

b)  Montrer que pour tout nombreappartenant & l'intervalle [0 ; 1] on as}/1+x? < \/_2 .

Déterminer la limite deu(,).
3: Pour tout entien supérieur ou égal a 3, on pose :
1

In=.[ x""2J1+x2dx.
0

a)  Vérifier que pour tout entiar supérieur ou égala 3,ona: uU,+U,_>= I,
Par une intégration par parties portant spimontrer que pour tout entiez 3, on a :
n.u,+(M-1u,_,= ﬁ

b)  En déduire que pour tout entiesupérieur ou égala 3,ona: n2 1l)u,< ﬁ
c¢)  Montrer que la suiten(u,) est convergente et calculer sa limite.

CORRECTION
X

1:a:Soitu(x) = (x+ 1+ XZ) alorsu'(x) = 1 + __2x doncf'(x) = — N-TX
2 1+ x? X + 4 1+ %

1

Y1+x2

Une primitive de ;2 est la fonctiorf et donc queuy=f (1) -f(0) =In (1 +ﬁ)
1+x

1+

b: Lafonction a intégrer admet pour primitivéf/ 1+x 2) . On obtient alors u; =

[m]l:ﬁ—l:

0
a: Il suffit de remarquer que pour touappartenant a [0 ; 1] et pour touéntier positif, on ax
n+1 < Xn.
X n+1 X n
: <
Ji+x2  J1+x?

n+1

X
Jis

1
Donc sur l'intervalle [0 ; 1], on & doncJ‘0

J' T X g soit
———dX soit Ups 1S Up.
0 /1+ x 2
Cette suite est donc décroissante et minorée fEfe0admet donc une limite L positive.

b: pourtoutxdans [0; 1], &x?<1donc i< 1+x?<2donc i< |/1+x? <2 soit%

<;S1

S J1+x?

or pour toutx dans [0 ; 1] X > 0 donc

x" x" 1 1
<x" donc—.[ x"dx <
0

RN e

lI"I
X' dx

[P axs|
om 0



= d 1

J-lx”dx= X 1 onc;<j
0 n+l] =~ n+l (n+n /2 ~Jo /1+x *hel

. 1 . x"
lim —— =0 donc d’apres le théoréme des gendarniies ——dx =
1 '[ {1+ x2

n-+o N+ n- +o

1 x"7? (1+x)
3:a:uptu,_ z—j _1+X dx+J'O—1+X2d J. —

1
j x"2 1+ x2dx =1,
0

1

n-1
Avec une intégration par parties syt bn obtient : }, = {X 1 A 1+X 2} -

- 0

J-lL_ldedoncl —i(\/_z —Uuy)
0n-1 [14y2 " n-1 )

. 1 . N
En utilisant que }=u,+u,_zalorsu,+u,_,= PET] (+/ 2 —uy) ce qui conduit bienau, + (n
n_

-Dun_»= \/_2

b: la suite () est décroissante et dong< u,. ;ornu,+ (n—1)u,_,= ﬁ donc (2n - 1)u,
<)J2.

c: Daprés les résultats obtenus précédemmentr:tpotn, on a:

2n-=Du,< ﬁ

2 ) . )
ns—+u or lim =1letque lim u,=0,donc lim nu,=

(n+1)\/_ n-+w (N+1) no+o no+o

142
J2 2

et

1
——— < Up<s
(n+ny2 " n+l

(théoréme des gendarmes )



