Antilles-Guyane septembre 2008
PARTIE A :

&)E 2 (modulo 3’

', oun désigne un entier relatif.
n’= 1 (modulo 5

On considéere le systéeme de congruences{

1. Montrer que 11 est solution de (S).

2. Montrer que sn est solution de (S) alors— 11 est divisible par 3.

3. Montrer que les solutions de (S) sont toueidrs de la forme 11 + 35 ouk désigne un entier relatif.
PARTIEB :

Le plan complexe est rapporté a un repére orthoaladirect (O I ,\7).
On considéere I'applicationdu plan qui a tout point M d'affixe associe le point d'affixe etg celle qui a tout point M d'affixe

J3

associe le point d'affixg’ définies par z = (% +i TJ set' = e 57

1. Préciser la nature et les éléments caractirestides applicatiorietg .
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2. On considére les pointsyat Bod'affixes respectivesag =2 e '3 et etbp=4 e s
Soient (A,) et (B,,) les suites de points définies par les relatiansédurrences : A 1=f(A,) etB,.1=g(B,) .
On notea, eth, les affixes respectives de, &t B,.
Quelle est la nature de chacun des triangleg ®A. 1 ?
En déduire la nature du polygongA; A, Az A4 As.
a. Montrer que les points Bsont situés sur un cercle dont on précisera lgeetle rayon.

Indiquer une mesure de l'angl@B . , OB, ,, ).

En déduire la nature du polygongB®, B, BsBs.
a. Exprimera, etb, en fonction den.
. Montrer que les entiens pour lesquels les points Aet B, sont simultanément sur I'axe des réels sont lkgi@as du
systeme (S) de la PARTIE A.
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CORRECTION

PARTIEA :
= 2 (modulo 3
®)

., oun désigne un entier relatif.
n’= 1 (modulo 5

On considéere le systéeme de congruences{

1. 11=3x3+2donc1E2 (modulo 3) et 11 =25+ 1 donc 1E 1 (modulo 5) donc 11 est solution de (S).
2. n =2 modulo (3) et 1% 2 (modulo 3) dona = 11 modulo (3) dona - 11 est divisible par 3.
3. n=1 modulo (5) et 1¥ 1 (modulo 5) dona = 11 modulo (5) dona — 11 est divisible par 5.

n - 11 est divisible par 3 donc il existe un entiatif q tel quen— 11 = 3q

n - 11 est divisible par 5 donc il existe un entiatif q' tel quen— 11 = 5¢'

soit 3g =54 donc 5 divise 8 or 3 et 5 sont premiers entre eux donc d'apréglereme de Gauss, 5 divige

Il existe donc un entier relakftel queq = 5k alorsn — 11 = 3x 5k soitn = 11 + 15k, ouk désigne un entier relatif.

n = 2 (modulo 3

Réciproquement si = 11 + 15k, ouk désigne un entier relatif. alors ( “doncn est solution de (S)
n = 1 (modulo 5

PARTIEB :

1. f est définie par = e 3z doncf est la rotation de centre O d'ani}e

g est définie paz = e’ zdoncg est la rotation de centre O d'angle;—[—

. . i . o
2.a A, .1estlimage de Apar la rotation de centre O d'an%edonc le triangle OAA .., est équilatéral.

b. A= Agor chaque triangle OAA ., est équilatéral donc fA 1 = A1A = AA3=A3A,=AAs=AsA,
Le polygone AA 1 A, A3 A4 A5est un hexagone régulier.

3.a. g estlarotation de centre O d'an%donc pour toutrde IN, OB, = OBy = |b o] = 4 donc les points Bsont situés sur le

cercle de centre O et le rayon 4.

b, Bn.1=g (B,)donc OB, ,OB_..) =—g et (OB,..,0B,..) =—g donc OB ,OB_.,) =—2?” + 2kt (k OZ)



C. g est la rotation de centre O d'angle;—[—transformant Ben B, B;en B, etc. donc OB= OB, =0B,=0Bg= 0OBg
Le polygone BB, B ,B¢Bgestde centre O.
(OB, ,0B..,) = - 2?" + 2k Tt (k OZ) donc OB, , 0B,) = - 2?" et (OB, ,0B,) = - 2—5” et (OB, ,0B,) = — 2—5” et

(08, ,08;)=- 2"

(OB, , OB, ) = 21— [(OB, , OB;) + (OB, , OB,) + (OB, , OB, ) + (OB, , OB, )]

(OB, ,0B,) = —Z?T[ donc le pentagone #B , B 4 B¢ B g est régulier de centre O.

.(n-2)1
j(n-2)m
4. a. Montrons par récurrence qag=2¢e 3
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ag=2e '3 La propriété est vraie poaor= 0
[ (n-2)m ((n-Dm
Montrons que la propriété est héréditaire pour tode INc'est-a-dire que ai,=2e 3 alorsa,.:=2¢e 3
ilT i(n—Z)T'[ ilT iw iw
a,+1=¢€e?%a,ora,=2e 3 donca,;;=e*x2e 3 =2e °3
La propriété est héréditaire donc est vraie poutrriale IN.

S(n-1)m
|
Montrons par récurrence qgbg=4e °
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bo=4e 5.la propriété est vraie poar=0

S(n-1)m SN

Montrons que la propriété est héréditaire pour todee IN c'est-a-dire que bi, = 4e 5 alorsb,.:=4 e s .
S(n-D)m s S(n-D)m inn

LT .
bn+1=e'5bnorbn=4eI 5 doncbn+l=e'5><4e 5 =4e 5.
La propriété est héréditaire donc est vraie poutrriale IN.

b. A, appartient a I'axe des réels si et seulemegi—;s?— =k (kO Z) soitn — 2 = 3k soitn = 2 (modulo 3)

B, appartient a I'axe des réels si et seulemegtg_s}n: k' (k' 0 Z) soith— 1 = 5k soith=1 (modulo 5)

les entiersn pour lesquels les points Aet B, sont simultanément sur I'axe des réels sont lagi@mas du systeme (S) de la
PARTIE A.



