Polynésie juin 2006
Le plan complexe est muni du repére orthonormaictifo ;G,Q) ; unité graphique 2 cm.

On appelle A et B les points du plan d'affixes esgivesa =1 etb = - 1.
On considere l'applicatidinqui, a tout point M différent du point B, d'affixefait correspondre le point M'affixe Z définie par :

z-1
z+1

f —

On fera une figure qui sera complétée tout au Ideget exercice.

1. Déterminer les points invariants fle'est-a-dire les points M tels que M éM).
2. a. Montrer que, pour tout nombre complexéifférentde — 1,4 -1) z+ 1) = -2.
b. En déduire une relationentrg |- 1 |et g+ 1|, puis entre arg (- 1) et argZ + 1), pour tout nombre complexalifférent de
-1
Traduire ces deux relations en termes de distagta#angles.
3. Montrer que si M appartient au cercle (C) de ceBtet de rayon 2, alors Mppartient au cercle (Gle centre A et de rayon 1.
4. Soit le point P d'affixp=-2 + i\/_3 .
a. Déterminer la forme exponentielle de+ 1).
b. Montrer que le point P appartient au cercle (C).
Soit Q le point d'affixej= — p ou p est le conjugué de
Montrer que les points A,'et Q sont alignés.
d. En utilisant les questions précédentes, proposecanstruction de I'image Bu point P par I'applicatioh.
CORRECTION
1. Sizi—l,z:;l«:22+z:z—1c>22:—1
z+1
= z=1iouz=-1i. Les points invariants p&sont les deux points d'affixes i et — i
z-1
2a zZ-1,Z-De+1)=|—-1|(z+12)
z+1

zz-1,-D@ez+1)=z-1-¢+1)=-2

b.

L'égalité de ces deux complexes entraine I'égaditeurs modules

|@-De+)[=]-2F |Z-1x[z+1]=2

De méme pour les arguments :
arg[z-1) g+ 1)]=arg(-2)+xmnkd 2
arg -1) + argg +1) =1+ 2k (k0 Z)

|Z—1|x|z+1|=2- AM’' xBM =2
arglz -1) + argg +1) =mi+ 2k (kO 2)
= (0, AM) + (0, BM) =m+ 2k (k0 2)

3.

M appartient au cercle (C) de centre B et de raysireRseulement si BM = 2

or pour tout point M du plan différent de B, AMBM = 2
donc enremplacant: 2 =2 = AM'=1
doncM’ appartient au cercle (e centre A et de rayon 1.

4. a.

p+1=-2+1+i/3.

Dol |p+1°=1+3=4< |p+1|=2.

Donc

p+1=2(coP +isin@)=—1+i/3.

b.
C.

2mn

= 9=T[—g +2k11doncp+1=2ei s

|[p+1]=2< BP =2~ P appartient au cercle (C).
Pour tout complexg#z—1:|z2'=1|x|z+ 1| =2

etargf -1) + argg+1) =1+ 2k (k0 2)
donc pourz = p on obtient :
[p'—1|x|p+1|=2etargl -1) +argp+1) =1t+ 2k (kO 2)

donc |p'—1|=1etargy—1) +T[—g =1+ 2km(kO 2)



soit|p‘—1|:1etarg[x—1):g +2km(k0 2) doncp'—lzeig
; 2m — _i2n
p+1=2 3 doncp+1=2 3
_i2m L
soitl-q=2e 3 doncq—1=2e?3
soit AQ =2 AP'donc les points A, Ret Q sont alignés et P est le milieu de [AQ].

d. On en déduit une construction simple de P
— Construire Q symétrique de P autour de l'axeod#@nnées ;
— P est le milieu de [AQ].



