Antilles-Guyane juin 2009

EXERCICE 1 4 points Commun & tous les candida

Dans cet exercice, les résultats seront donnésfeoue de fraction

On dispose de deux dés tétraédrigdestiques : les quatre faces sont numéri A, B, C et D.
1. On lance les deux dés simultanément et on notdtta lde la face sur laque repose chacun des ¢
Déterminer la probabilité des événements suivi

— Eq: « ne pas obtenir la lettre A »,

— E4: « obtenir une fois la lettre A »,

— E,: « obtenir deux fois la lettre A ».

2. On organise un jeu de la facon suival

— Le joueur lance les deux dés simultanément.

— Si les deux dés reposent sur les faces « A »uls'arréte.

— Si un seul dé repose sur la face « A », le jouglancel'autre dé et le jeu s'arréte.

— Si aucun dé ne repose sur la face « A », le jordance les deux dés et le s'arréte.

a. Recopier et compléteafbre suivant en indiquant sur chaque bhela probabilité correspondar
Nombre de Nombre de
faces « A» faces « A»
0

2
1er lancer 2¢lancer
b. Le joueur gagne si, lorsque le jeargte, les deux dés reposent su faces « A ».
. . 49
Montrer que, pour le joueur, la probabilité de gagest d 256"
C. Pour participer, le joueur doit payer 5 euiS'il gagne, on lui donne J€uros. Si, lorsque le jes'arréte, un seul dé repose sur

la face « A », il estemboursé. Sinon, il perd sa m Le jeu est-il favorable au joueur ?

EXERCICE 2 5 points Candidats ayant choisil'enseignement de spécialité
Dans chacun des cas suivants, indiquer saffirmation proposée est vraie o fausseet justifier la réponse.

1. Le plan complexe est muniudi repere orthonorm( O U ,\7).

On considere l'applicatidndu plan dans luinéme qui, a tout point Id'affixe z, associe le point Mil'affixe Z telle que :

Z=(1+i3)z+2,3.

On note A le point d'affixe 2 i .

. . i . 1
Affirmation : f est la similitude directe, de centred‘angleg et de rapport 2.
2. Affirmation : 1 991%9%= 2 (7).
3. a etb sont deux entiers relatifs quelconqun etp sont deux entiers naturgdsemiers entre eu

Affirmation : a=b (p) si et seulement sia=nb (p).

4. L'espace est muni d'un repére orthonorn@l? i ,R).
E est 'ensemble des points M despace dont les coordonnéx ; y ; 2) vérifient I'équation z=x2 +y2 On note S la section de E
par le plan d'équation= 3.

Affirmation : S est un cercle.

5.  L'espace est muniuh repére orthonorm(O;i, j ,k).

P est la surface d'équatiah+y? = 322

Affirmation : O le seul point dhtersection d P avec le planyQz) a coordonnées entiéres.
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EXERCICE 2 5 points Candidats n'ayant pas choisi Enseignement de spécialité
Dans chacun des cas suivants, indiquer si I'affirntaon proposée est vraie ou fausse et justifier laéponse

1. Le plan complexe est muni d'un repére orthonorrea] | ,\7).

Soit le point A d'affixe 3, le point B d'affixe 4 i et 'ensemble E des points M d'affixeels que ¥ — 3 |=[z+ 4 i |.
Affirmation : E est la médiatrice du segment [AB].

2. Le plan complexe est muni d'un repére orthonorrea] | ,\7).

On consideére trois points A, B et C deux a deutirdits, d'affixes respectives b etc, tels que? =21
-a

Affirmation : A appartient au cercle de diamétre [BC].

. TU
RN -
3. On considere le nombEe=2¢e 7.

Affirmation : z2°est un nombre réel positif.

4. On consideére trois points A, B et C non alignésespace. Le point G est le centre de gravitéidugte ABC.
On note F I'ensemble des points M vérifi#mﬁ+ MB + MC ” = 6.

Affirmation : F est la sphere de centre de G et de rayon 2.
5.  L'espace est muni d'un repére orthonorn@t{, j ,k).

S est la sphére d'équativh+y? +z? = 5.

P est le plan d'équation+y -5 = 0.

Affirmation : Le plan P coupe la sphére S suivant un cercle.
EXERCICE 3 7 points Commun a tous les candidats
PARTIE A.

La température de refroidissement d'un objet faigrigdustriellement est une fonctibdu temps .
f est définie sur I'ensemble des nombres réelsifsositvérifie I'équation différentiellef!'(t ) + %f (t)=10.

La température est exprimée en degrés Celsiuset’l€)temps en heures.
1. Déterminerf (t ) pourt > 0, sachant que potir 0, la température de I'objet est 220° C.

_t
2.0n pourra admettre désormais que la fondtiest définie sur IRparf (t) = 200e 2 + 20.

On note C sa représentation graphique dans lempiam d'un repére orthogonal ; les unités graphicoed 2 cm pour une heure en
abscisse et 1 cm pour vingt degrés Celsius en aggon

a. Etudier les variations de la fonctiésur IR

b. Etudier la limite de la fonctiohen +co.

En déduire I'existence d'une asymptote D a la @Grlen +o.
C. Construire D et C sur l'intervalle [0 ; 7].

3.a. Utiliser le graphique pour déterminer une valeysraphée, en heures et minutes, du moment ou laéetye de I'objet est
50° C. On laissera apparents les traits de conitruc

b. Retrouver ce résultat par le calcul.

PARTIE B.

On considére la suite de terme généra=f (n) —f (n + 1) oun O IN. d, représente I'abaissement de température de |'efet

I'heuren et I'heuren + 1.

1.a. Calculer des valeurs approchées au dixiemedd ; etd..

b. Quelle est la limite de gquandn tend vers +o ?

2. Déterminer la plus petite valeur de I'entiei partir de laquelle I'abaissement de températstranférieur a 5° C.

EXERCICE 4 4 points Commun a tous les candidats

On considére la suitei ) définie, pour tout entier natunelnon nul, par u, = (1+—) .
n

1. On consideére la fonctioihdéfinie sur [0 ; 4o [ par :f (X) =x — In(1 +x).
a. En étudiant les variations de la fonctiomontrer que, pour tout réepositif ou nul, In(1 +x) < x.
b. En déduire que, pour tout entier naturelon nul, In(¢,) < 1.
C. La suite (1) peut-elle avoir pour limite ¢ ?
2. On considére la suite {) définie, pour tout entier natunelnon nul, par v, = In(u, ).
1 : .
a. On posex = — . Exprimerv, en fonction dex.
n
. In(@+x o .
b. Que vautllm0 In@+x) ? Aucune justification n'est demandée.
X - X
Calculer lim v, .
n- +o
C. En déduire que la suite () est convergente et déterminer sa limite.
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CORRECTION

EXERCICE 1 4 points Commun a tous les candidats
1.
el el el el
D& A | B|C| D D& A|B|C| D D& A | B|C| D D& A|B|C]| D
A | AA |AB |AC |AD A | AA |AB |AC |AD A | AA | AB | AC | AD A | AA | AB | AC | AD
B | BA|BB|BC| BD B | BA| BB |BC| BD B |BA | BB |BC|BD B | BA|BB|BC| BD
C |CA|lCB| CC| CD C |CA|CB|CC| CD C |CA|CB|CC| CD C |CA|CB| CC| CD
D |[DA | DB |DC| DD D |DA|DB|DC| DD D |DA | DB | DC | DD D |DA| DB |DC| DD
Les tirages sont 9 6 1
équiprobables, le nombre de p(Eo) = — P(E1) = — p(E2) = —
cas possibles est4 16 16 16 16
2.a
0
9
16
s
0 16 1
1
16
2
16 3 0
4
6 1
16 1 4 1
16
2
1% lancer 1 2 lancer
b. le joueur gagne quand il obtient :

* deux faces « A » au premier lancer; € %) ou bien

. . 6 .
* une face «A » au premier lancer, et une face @i deuxiemep, = EX% ) ou bien

* 0 face « A » au premier lancer, et deux faces»xafl secondo(; = % X %)
donc la probabilité que le joueur gagnepasti + 5,1 + 2 x 1o 4—9
16 16 4 16 16 256

C. Soit X la variable aléatoire désignant le gain bfggie du joueur. Lorsque le joueur gagne, X =dhap(X = 5) = 49

256

Lorsqu’un seul dé repose sur la face « A » X =of,au premier soit au deuxiéme lancer, donc :

p(X:O):g X

Lorsque le joueur n'obtient aucune face « A » X% doncp(X = - 5) = 9«2 = 8—16 Soit en résumé :

16

5

16

6 3 _126
+ —x= =

16 4 256

16 16
X -5 0 5 Total
256 256 256
X p(x = X) _ 4_05 0 2i5 — 1_60
256 256 256

L'espérance mathématique de X est alors égale—]zét;%—< 0 donc le jeu est défavorable au joueur.
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EXERCICE 2 5 points Candidats ayant choisi I'ensginement de spécialité

1. L'écriture complexe deest de la form& =az+b avecad C* etb O C, f est donc une similitude directe.
De plus :

ca=1+ i\/§, donc ja|?=1+ 3 =4doncd | = 2,f a pour rapport 2.

ea= 2(%+i§} =2 (cosg +i sing) donc arg4) :7—; +2km(kOZ) fa pour angleg.

« f (A) est le point d'affixe (1 +\}/§) X2+ 2\/§= 2i-2/3+2 \/3 =21, dond (A) = A, donc le centre diest A.
La premiere affirmation est dorcaie.

2. 1991 =7x284+3donc 199% 3 (7). De plus 3= 2 (7) et F=-1 (7) donc 3= 1 (7).
2009 = 6 x 334 + 5 donc?3%= 3%*334*3(7) donc F 9= 3°*3x 3°(7)

32909=3%(7), soit : F°°=3%x 3%(7) donc 3%%=—1x 2 (7), soit : F°P=-2 (7).
Finalement 1991°%= - 2 (7).

La deuxieme affirmation est dofmusse

3. sia=Db (p) alorsp divisea —b doncp divisen (a—b) soitna=nb (p).

sina=nb (p) alorsp divisen a—n b soitp divisen (a—b)
n etp sont deux entiers naturels premiers entre epxdétisen (a —b) alorsp divisea —b (théoréme de Gauss)
soita=h (p)
L'équivalence est démontrée. La troisiéme affiraragst doneraie.
= 2 + 2 = 2 +

4, M appartient a (Sh (P) = ExErys peex 9

y=3 y=3
Dans le plan (P) d'équatigre 3,z=x? + 9 est I'‘équation d'une parabole. La quatriérfievaftion est dondausse

5. Soit M(x ; ¥ ; 2) un point de I'espace a coordonnées entiéres@ppat a (P) et au plan (yOz).
« M = O vérifie ces conditions, puisques 0, 0°+0% =3 x 0? et 00 Z.

» Supposons qu'il existe un point M d'intersectierP avec le plan (yOz) a coordonnées entieraadisie O.
M 0O (yOz) doncx = 0.
M appartient & (yOz) (P) = y?=3z%etx=0

2
z# 0 (car sinory serait nul et M serait confondu avec O), d{%} =3 doncz = \/5 ou Y-_ \/5
z z z

ory etz sont des entiers relatifs d0|=Ye OZor \/5 O Z. Il n'existe pas de point d'intersection de Bcde plan (yOz) a coordonnées
z

entieres distinct de O.
La cinquieme affirmation est doncaie.

EXERCICE 2 5 points Candidats n'ayant pas choisi Enseignement de spécialité
1. AM=|z-3|etBM=f+4i|doncg-3|=z+4i|= AM=BM = E estla médiatrice du segment [AB].
La premiére affirmation estaie.

€~8 _ (AB,AC) donc siZ—2
b-a b

appartient au cercle de diameétre [BC].
La deuxieéme affirmation estaie.

2. arg

= 2 ialors @B,AC) = g+ 2 k tdonc le triangle ABC est rectangle en A donc A

120097 . .
3. 22 009 — 22 009 e 7 = 22 009 e|287TI0r 287711= 143x 2 TT + T[dOI’ICZZ 009 _ 22 Oogem: _ 22 009'

La troisieme affirmation est dofiausse
4. MA+MB+MC=3MG donc M(F « “WH\EH\E“ =6 3MG=6- MG =2

F est la sphere de centre de G et de rayon 2. amigune affirmation estraie.

|0+0-5] _ 5

J17+12 2
Cette distance est supérieure au rayon de la spgbarele plan P ne coupe pas la sphére S.
La cinquieme affirmation est dofgausse

5. La sphére (S) a pour centre O et pour ra@, la distance de O au plan P dst
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EXERCICE 3 7 points Commun a tous les candidats
PARTIE A.
_t
1. Les solutions d¢' =ay + b sont de la formg(t) = C e*' — b donc il existe unréel C tel qli¢t) =Ce 2 +20
a

_t
f (0) = 220 donc C + 20 = 220 soit C = 20¢t) = 200e 2 + 20.

t

2.a f't)=- 100e 2 doncf est strictement décroissante suf. R

b. lim e*=0et lim — £2= —oo donc lim f(t) = 20 donc la droite d'équatigr= 20 est asymptote a la courbe C en.+

X » =0

to +o

180

160

120

100

80

80

to +oo

20

0

0 05

1 1.5 2 25 3 35 4 45 5 55

3.a. une valeur approchée de la solutiorf @& = 50 est = 3,8 soit 3 heures 48 minutes.

_t _t
b. f()=50- 200e 2 +20=50- e 2 =

30

Nl oho15-t=-2In0,15
200~ 2

donct = 3,79, on retrouve le résultat précédent

8.5
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PARTIE B.

l.a. do=f(0)-f (1) doncdy=78,69
d,=f(1) -f(2) doncd,=47,73
d,=f(2) —f(3) doncd, = 28,95

n+1l

b. d,=200e ? +20-(200e 2 +20)=200(1-8%%)e ?

n-+ow

. n . _—
lim —E=—ooet lim e*=0 donc par compositiorlim d,=0
X - =0 n- +o

SSQGES%QnZ—Zln ;_05
200 (1- € °%) 200 (1- €°%)
5

_n n — g 05
On peut simplifier I'écriture en remarquant (gI€&? £ —————— = €2 > 200@-e™)
200 1- €°°) 5
In (40 (1- e *°))= 5,5 donc la plus petite valeur de I'entiei partir de laquelle I'abaissement de tempérasirenférieur a 5° C est
Nog=16

NS

2. d,=200(1-6%)e 2doncd,<5 < 200(L-€%%) e

= n>In (40 (1- € %))

EXERCICE 4 4 points Commun a tous les candidats
1 X

1+x 1+Xx

>0

1.a. La fonctionf est dérivable suR" et pour tout réek >0 :f'(x) = 1 —

La fonctionf est donc strictement croissante Rlret pour touk > 0,f (X)> f (0), soitx — In(1 +x) > 0,

donc : In(1 +) < x.
. 1
b. Soitn O N *, In(un)=nln(1+—)
n

1 > 0, donc d'apres la question précédenE& Hﬂlj < 1 doncn In(l+ 1) < 1 soit pour tout entier naturelnon nul, In¢,, ) < 1.
n n n n

(o Pour toun O N *, In(u,) < 1, doncu, < e et la suite (un) est majorée par e, elle ne g@ut pas avoir pour limite eb.
1 1 In (1+x
2.a. vo=Inu,)=n In(l+—j , €n posant = — alorsv, = g
n n
. In(A+x
b. lim In@+x) =1.
X -0 X
. . In@@+x .
lim x=0etlim M =1ldonc: lim v,=1.
n- +o X - 0 X n-+o
C. vn,=In(u,), doncu,=e", et lim v,=1donc lim u,=e.
n - +o n - +o
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