Soitf la fonction définie sur I'intervalle [0 ; & [ par :f (x) = 6 —%1.
X

Le but de cet exercice est d’étudier des suiig$ ¢iéfinies par un premier terme positif ou oylet vérifiant pour tout entier naturel
n: Un+1,=f(un)
1. Etude de propriétés de la fonctfon
a) Etudier le sens de variation de la fonctiGur l'intervalle [0 ; +oo [.
b) Résoudre dans l'intervalle [0 ;e¢-[ 1'équatiorf (X) = x. On notea la solution.
C) Montrer que sk appartient a l'intervalle [Qy], alorsf (x) appartient a I'intervalle [Gy].

De méme, montrer quesappartient a l'intervalleq ; + o [, alorsf (x) appartient a I'intervalled ; + oo [.
2, Etude de la suiteif,) pouruo= 0
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Dans cette question, on consideére la suitg ¢éfinie pamg = 0 et pour tout entier natunel u,.,=f(u,) =6 — y
n
a) Sur le graphique, représenté dans I'annexer,représentées les courbes d’équationx ety =f (X).
Placer le point A de coordonnéesug; 0), et en utilisant ces courbes, construire dirpde A, les points A, A, Az et A,
d’ordonnée nulle et d’'abscisses respectivgsi,, Uz etuy.

Quelles conjectures peut-on émettre quant au sexardation et a la convergence de la suitg (?

b) Démontrer, par récurrence, que, pour tout enaureln, 0 u,<u,.;<d.

C) En déduire que la suita () est convergente et déterminer sa limite.

3. Etude des suites () selon, les valeurs du réel positif ou oyl

Dans cette question, toute trace d’argumentatio@ma incompléete, ou d'initiative, méme non fructeesera prise en compte dans
I'évaluation.

Que peut-on dire du sens de variation et de laegence de la suite () suivant les valeurs du réel positif ou ogl?

CORRECTION

l.a f'(x)= _S doncf’'(x) > 0 sur [0 ; +oo [ doncf est strictement croissante sur [0¢+.
(x+1)°

b) dans l'intervalle [0 ; o [f (X) =X = x>0et6

il =X o x>0et6k+1)—5=x(x+1) = x>0etx’~5x—-1=0
X

. 5-429 5+./29
A=25+4 =29 dong?—5x— 1 = 0 admet deux solutiofs= > eta = >

5+.29
—

ora >5 et <0 donc dans l'intervalle [0 ;eb [f (X) =X = X =

C) f est strictement croissante sur [0+ donc si < x < a alorsf (0) < f () < f (a) soit 1< f (X) < a (puisquef (a) =a)
si x appartient a I'intervalle [Qy], alorsf (x) appartient a I'intervalle [Qy].

2.a) Apparemment la suitel) est strictement croissante et converge wers
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b) Uo=0donau;=f(0)=1donc &ug<u;<a. La propriété est vraie poar= 0
Montrons que pour toutdeN si:0<u,<uUp. <0 alors0Sup S Up.2< 0.
0<up<u,.1=<aorlafonctionf est croissante sur [G] donc f (0)<f (up) <f(unsq) T (0)
orf (0)=0eff () =adonc1<u,s1<Uppsadonc O UL S Up <AL

La propriété est héréditaire donc est vraie poutrrialeN.

c) La suite (1,) est croissante, majorée padonc est convergente vers un réel
La fonctionf est continue sur [0¢], u,+1 =f (U, ) donct vérifie :f (€) = ¢
L'équationf (xX) = x admet une seule solutiensur [0 ; +oo [ donc lim u,=a

n- +o

3. Graphiquement : sig 0 [0 ; a [, la suite (1,,) ,oy €St croissante et converge vers
siug[a; +oo [ la suite (1,) oy €St décroissante et converge vers
Pour le démontrer :

_ _ —v?2
5 = 6-x)(x+1)-5 _ X +5x+1 Soitf () —x =
x+1 x+1 Xx+1 Xx+1

-(x—a)(x

f(X)—x=6- ~B) d'aprés la question b.

Pour toutxde [0 ; +o [, x—B >0 etx + 1 > 0 donc 6—31 —xale méme signe que % £a)
X

X 0 a + o0
f(x) —x + 0 -

donc siugO[0; al, alorsf (ug) O[0; a[doncus<aetf (ug) —ug>0donc Kug<u;<a
La propriété est vraie poar=0

Montrons que pour toutdeN si :0<u,<up.<aalorsO0Suy 1 SUp <AL
0<u,<u,.1<0a orlafonctionf est croissante sur [Q] :

fO)sf(uy)sfu,.)=sf(a)

orf(0)=0eff () =adonc I u,s1SUposadonc O U, 1S UGS AL

La propriété est héréditaire donc est vraie poutrialeN.

de méme sigO[a;+o[,u;=f(ug) doncu,;>a etf (Ug) —Upr< 0 donau;<uysoitOSug<u;<a
Montrons que pour toutdeN, o < u,. ;< U, La propriété est vraie poor= 0
Montrons que pour toutdeN si:a<uUp.1SUpalorsa<uUn:2<Upss

O < Un+1< Uy or la fonctionf est croissante sur [@r] doncf (o) < f (Up+q) <f (uy)
orf (@) =adonca <uUp.,<Upsg

La propriété est héréditaire donc est vraie poutrriaeN.

La suite est soit décroissant et minoréecpaoit croissante et majorée padonc dans tous les cas, est convergente verelf ré
La suite (1,) est convergente vers un réel

La fonctionf est continue sur [0¢], u,+1 =f (U, ) donct vérifie :f (¢) =¢
L'équationf (X) = x admet une seule solutiensur [0 ; +oo [ donc dans tous les cadim u,=a
n-+o
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