EXERCICE 1
I. Restitution organisée de connaissances

1. Démontrer qu’ un nombre complexest imaginaire pur si et seulementzsi -z
2. Démontrer qu'un nombre complexest réel si et seulement zi=z
3. Démontrer que pour tout nombre complexen a I'égalité z z = |z|?.

Le plan complexe est rapporté aun repére orthoriatimet (O ;u, v).

On se propose de démontrer, a I'aide des nhombmapleges, que tout triangle de sommets A, B, C, dedrux distincts, d’affixes
respectives, b, ¢, et dont le centre du cercle circonscrit est sitliérigine O, a pour orthocentre le point H diaifa+ b + c.

Il. Etude d’un cas particulier
On pose a:3+i,b:—1+3i,c:—\/§—i\/§.

1. Vérifier que O est le centre du cercle circonsauitriangle ABC.
2. Placer les points A, B, C et le point H d’'affimet+ b + ¢, puis vérifier graphiqguement que le point H estthocentre du
triangle ABC.

l1l. Etude du cas général.
ABC est un triangle dont O est le centre du ceztlonscrit, ef, b, ¢ sont les affixes respectives des points A, B, C.

1. Justifier le fait que O est le centre du cercleariscrit au triangle ABC si et seulement sia= bb =cc.
1. OnposeN:t_)c—bE.
a. En utilisant la caractérisation d’'un nombre imagmaur établie dans le |., démontrer quest imaginaire pur.
- s == A b+c w
b Vérifier I'égalité :  +c¢) (b — c) =w et justifier que —— = 5
b-c |b-c]
S b+c . o
C. En déduire que le nombre compleage— est imaginaire pur.
-cC

2. Soit H le point d’affixea + b + c.
Exprimer en fonction de, b etc les affixes des vecteusH et CB.

b. Prouver que CB ; AH) = g + k 11, ouk est un entier relatif quelconque.

(On admet de méme qué€A ; BH) = g +kT.

C. Que représente le point H pour le triangle ABC ?

CORRECTION
Restitution organisée de connaissances

l.
1. Soitz un nombre complexe, il existe deux réelty tels quez=x+ iy, Z=x— iy
Z=-Ze X—iy=—K+iy) « 2x=0 = zestimaginaire pur

Z=Ze X—iy=X+iy = 2iy=0< y=0 - zestréel

N

3. [z|2=x2+y2orzz=(x+iy) (x—iy) =x2—(iy)? doncz z=x2+y?=|z|?.

Il. Etude d’un cas particulier
1. OA=|a|=,/10 etOB=]p|=,/10 et OC = | =,/10 donc OA = OB = OC
O est le centre du cercle circonscrit au triangBCA

2. On vérifie que (AH) et (BH) sont deux hauteurs darigle ABC donc que H est I'orthocentre de cengle.

l1l. Etude du cas général.
1. O est le centre du cercle circonscrit au triangBCA- OA = 0B = 0OC

-~ OA?=0B?=BC? = |a|?=|b|?=|c|?= aa=bb =cc.

2.a. w=Dbc—bc doncw=bc-bc 0r§ =zdoncw=bc-bc=bc-bc=—w
W =

—w doncw est imaginaire pur.

b. (b+c)(b—c)=bb-bc+ch-cc
orbB:CEdonc(Hc)(B—6):—bE+CB:W c
b+tc _(b+c) (b-9 _ w

b-c¢ (®-0(b-9 |b-c]?



3.a. Z,; =a+tb+c-a=b+cetZ_ =b-c

Zm _b+c . w
Z_ b-c |b-cf

CB

Z
or [b—c|?= BC?est un réel et d’autre pawtest un imaginaire pur non nul dore™ est un
CB

zZ
imaginaire pur non nul alors a?ﬁ = g +km(k02Z)

CB
donc (CB ; AH) = g + Kk 11, ouk est un entier relatif quelconque.
C. (AH) est une droite perpendiculaire au coété (BC)tdlangle ABC passant par le sommet A donc est hmgeur de ce

triangle, de méme pour (CH)
H est le point d’intersection de ces deux hautdarg est I'orthocentre du triangle ABC.



