Polynésie septembre 2008

EXERCICE 1 4 points
On rappelle que la probabilité d’'un éveénement Ahsant que I'événement B est réalisé se n g (A).
Une urne contient au départ 30 boules blanche8 bbliles noires indiscernables au touc
On tire au hasard une boule de l'urne :
* si la boule tirée est blanche, on la remet damad’et on ajoutn boules blanches supplémentai
* si la boule tirée est noire, on la remet dans Buehon ajoutn boules noires supplémentaires.
On tire ensuite au kard une seconde boule de I'u
On note :

 Bjl'événement : « on obtient une boule blanche amaetirage :

 B,l'événement : « on obtient une boule blanche aorstirage

* Al'événement : « les deux boules tirées sont deecosldifférentes
1. Dans cette question, on premet 10.

a. Calculer la probabilitep (B, n B») et montrer qup (B,) = ;

b. Calculer pg, (By).

3
C. Montrer quep(A) 10°
2. On prend toujoursa = 10.
Huit joueurs réalisent I'épreuve décrite précédemnde maniére identique et indépende
On appelleX la variable aléatoire qui prend pour valeur le noamtie réalisations de I'événemdA.

a. Déterminemp(X = 3). (On donnera la réponse & 2 prés).
b. Déterminer I'espérance mathématique de la varialéatoireX.
3. Dans cette questiamest un entier supérieur ou égal

. . 1
Existe-t-il une valeur de pour laquellgp(A) = 2

EXERCICE 2 5 points
On donne lgropriété suivante : « par un point de I'espacpakse un plan et un seul orthogonal a une droitende :
Sur la figure donnée en annexe, on a représentéile ABCDEFGF E ]

d’aréte 1.
On a placé : les points | et J tels que :

ﬁ:%% etﬁz%ﬁ-l le milieu K de [1J]

On appelle P le projeté orthogonal de G sur le ().
Partie A

1. Démontrer que le triangle FI1J est isoceéle ¢

En déduire que les droites (FK) et (1J) sont ortmades
On admet que les droites (GK) (IJ) sont orthogonale
2. Démontrer que la droite (1J) est orthogonale an (RGK). ——— SR
3. Démontrer que la droite (1J) est orthogonale au (RGP) A
4.a. Montrer que les points F, G, K et P sont coplarsa ,
b. En déduire que les points F, FKetont alignés
Partie B

L’espace est rapporté au repére orthonormal AB , AD , AE ).

On appelle N le point d’intersection de la droi&P) et du plan (ADB
On note X ; y; 0) les coordonnées du point N.

Donner les coordonnées ¢esnts F, G, | et.
a. Montrer que la droite (GN) est orthogonale aux @{Fl) et (FJ

Exprimer les produits scalair&N . FI et GN . FJ en fonction de ety:.

Déterminer les coordonnées du poin
Placer alors le point P sur la figure en anr

wo T e
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EXERCICE 3 5 points
Les parties A et B sont indépendantes.
Partie A

On considére I'ensemble (E) des suites) (définies suN et vérifiant la relation suivantepour tout entier natur n non nul,
Xn+1— Xp=0,24%,, 1.
1. On considére un réglnon nul et on définit stNla suite {,,) part,=A".

Démontrer que la suité () appartient & 'ensemble (E) si et seulemei est solution de I'équatich > - A — 0,24 = 0.
En déduire les suites,() appartenant a I'ensemble (

On admet que (E) est I'ensemble des suite$ @éfinies sulN par une relation de la formes;= a (1,2)"+ B (- 0,2)"oU o et sont

gfeux r((ejerisc.:onsid(‘are une suita () de 'ensemble (E Déterminer les valeurs deetp telles que uy =6 etu; = 6,6.
En déduire que, pour tout entier naturgli ,= %(1,2)’4 g(— 0,2)".

3. Déterminernllrpm Un.

Partie B

On considére la suiter {) définie sulN par :v, = 6 et, pour tout entier natunelv, ., = 1,4v,—0,05v

1. Soitf la fonction définie suR par :f (x) = 1,4x — 0,05x2

a. Etudier les variations de la fonctibsur l'intervalle [( ; 8].
b. Montrer par récurrence que, pour tout entier ndn, 0<v,<v,,;< 8.
2 En déduire que la suitg () est convergente et déterminer sa lire.

EXERCICE 4 6 points
On considére la fonctioihdéfinie surR par :f (X) = In (e*+ 2 € ).
La courbe &) représentative de la fonctibdans un repére orthogonal est donen annexe.

Partie A - Etude de fonctionf .

1. Montrer que, pour tout rég| f (x) =x+In (1 + 2 € ).

On admet que, pour tout réelf (x) = —x +In (2 + €%*).

2. Calculer lim f(x) et montrer que la droitd) d’équationy = x est asymptote &).

Etudier la position relative d&/() et de ().

3. Calculer lim f(X) et montrer que la droitd’) d'équationy = -x + In 2 est asymptote &/).

4, Etudier les variations de la fonctibnMontrer que le minimum de la fonctid est égal agln 2.
5. Tracer les droitedj et @) sur la feuille annex

Partie B - Encadrement d’une intégrale.
On posd = j;[f(x) -x]d x.

1. Donner une interprétation géométriquel .
2. Montrer que, pour tod 0 [0 ; +oof, In (L + X) < X.
3. En déduire que 81 < j 23 2 e ?* dxet donner un encadrement!| d’amplitude 0,02.
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CORRECTION

EXERCICE 1 4 points

B, 30 40
1l.a BinB,)=— x— =0,6.
40 p(Bin B2) 20 50
50 — 10 _ 30
B1 10 P(B2) =p (BN B2) +p(B, n B2) =06 +7- x =2 =075.
3 50
B. B,nB
40 B, 1b p, (By= P(B,n By) _ 0,620,8'
: p(B,) 0,75
10 0 B2 Lc p(A=p(B, nB)+p(Bin B,)
40 o 50 10 30 30 10 3
B p(A):—X—+—X—:—_
1 20 40 50 40 50 10
50
B,
2. On a une succession de 8 expériences aléatoiretijides et indépendantes, chacune d’elles a deugss

'évenementA est réaliséf( = %)
AN s 7
éevenementA est réalised = E)
donc la variable aléatoire qui compte le nombreéaddisations de I'événemeAtsuit une loi binomiale de parametres (%)
8 3 k 7 8-k
X=kK) = X| — X| —
0= (o
8 3 8-3
a Déterminemp(X = 3) = _|x BV (L) = 0,25.
3) (10 10

3
b. E(XX)=np=8x — =24.
X) P 10

3.
%0 B2 P(A)=p(B, nB;)+p(Bin B,)
+
10 30 30 10 600 15
O+n p(A) = — x + = x = = i
B, 10 40 40+n 40 40+n 40(40+n) 40+n
3 407 pmy=2 o 1 =1 4x15=404n - n=20.
— 4 40+n 4
40 B,
10 B,
40 30
5 0+n
. 10+n
40¥
B,
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EXERCICE 2 5 points
Partie A

2

2
1. Bl = % et BF = 1 or le triangle BIF est rectangle en Balbi® = (5) +1= 13

E .
2 _ . o (2)* . 13 _ . o
EJ =3 et EF = 1 or le triangle EJF est rectangle en Eda = 3 +1-3 donc FI = FJle triancde FIJ est isocéle en F.

K est le milieu de [1J] donc la droite (FK) esimédiane issue de F du triangle FIJ
Le triangle FIJ isocéle en F do(feK) est aus: la hauteur issue de F doles droites (FK) et (1J) sont orthogona

2. (13) est orthogonale a (FK) et a (GK), deux drogésantes du plan (FGK), dola droite (1J) est orthogonale au plan (FC

3. (13) est orthogonale au plan (FGK) donc a toutételide ce plan en particulier a (F

P est le projeté orthogonal de G &uplan (FIJ) donc (GP) est orthogonale au pkld) donc a toute droite de ce plan en particuli
(13).

La droite (I1J)est orthogonale a (FG) et a (GP), deux droitesgésalu plan (FGP), dolla droite (J) est orthogonale au plan (F).
La droite (1J) est orthogonale au plan (FGP).

4.a. Par un point ded'space il passe un plan et un seul orthogonal @oie donnécor la droite (1J) est orthogonale aux pli
(FGP) et (FGK) qui tous deux passent par F donadeas plans sont confonduespoints F, G, K et P sont coplanair

b. En déduire que les points F, P et K sont ali¢

La droite (1J) est orthogonale a (FP)est orthoonale a (FK) orles points F, P, G et K sont coplana donc la droite (FP) et la
droite (FK) sont confondues, dolas points F, P et K sont align

Partie B
1.  AF=AB +AE donc les coatonnées du point sont F; 0; 1) de méme G (1; 1 ; 1)(1;% : Oj etJ[O ;% ;1).

2.a. P estle projeté orthogonal des@ le plan (Fl., donc (GP) est orthogonale a (FIJ).
N appartient & la droite (GP), donc (GN) est ortimade a (FI1J) donc toute droite de ce plaren particulier a (FI) et a (F

b.  (GN) est orthogonale a (FI) doi@N . Fl= 0 et(GN) est orthogonale a (FJ) do@dl . FJ= 0

Les coordonnées de N sont de la forpngy(; 0) doncGN a pour coordonnées{ 1;y—1;—1)

Fi a pour coordonnée(so;g;—lj doncGN . Fi= %(y—l) +1=0s0iGN . Fl= §y+:—13 =0

FJ a pour coordonnée(s—l;g;oj donc@.f\]=—(x—l)+§(y—l) =Osoit@.ﬁ]=—x+:—§y+ =0

wlpR

C. Les coordonnées de N sont de la forx ; y; 0) et§y+:—13 =Oet—x+§y+:—13 =0soit2y+1=0et—-X+2y+1=0

doncx=0ety = —% donc les coordonnées de N s(o ; —% ; Oj .

3. P est le point ditersection des droites (FK) et (G
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EXERCICE 3 5 points
Partie A

1. la suite {,) appartient & 'ensemble (E) si et seulement, si— t,= 0,24t,_,S0itA" "1 —A"=0,24x A"~ 1
AMTEXAZ-ATTIx A =0,24x A"

or A # 0 donc la suitet(,) appartient & I'ensemble (E) si et seulement 5t ' —=A"=0,24x A"~ 1 = A2-21-0,24 = 0.
A=1-4x(-0,24)=0,04 donk;=1,2 0uA,=-0,2

Les suitest(,) appartenant a 'ensemble (E) sont définies smit p= 1,2" soit part,,= (- 0,2)

2. up=a(1,2°+B(-02° =a+B=6etu;=0a(1,2)'+p(-02)"=12a-0,2p = 6,6 donox et sont solutions de

7.8 q=39
{G+B=6 {0,2a+0,2[3=1,2 {1,40(=7,8 e 0(:1—’

1,2a-0,2B= 6,¢ 1,2a0-0,23= 6,€ 1,2a-0,23= 6,¢€ - ' - 3
20-028=66€ [12a-028=6€ [120-02B=6 s=6-a  |p=3
7

. 39 .., 3 N

donc pour tout entier naturel  u,= - a,2)"+ 7(— 0,2)".
3. —-1<-02<1dondim (- 0,2)"=0; de plus 1,2> 1 doriam 1,2" = + o donc im ug = +oco.

Partie B

l.a. f est un polyndme donc est définie dérivable surgp etf’(x) = 1,4 — 0,1x, six < 14 alors 1,4 — 0,%X > 0 doncf est
croissante sur [0 ; 8].

b. Vo=6etv;==1,4v,-0,05v =6,6 donc Evo<v;<8

Montrons que, pour tout entier natungki 0O v,<v,,;< 8 alors v, 1<V,+,< 8.
f est croissante sur [0 ; 8] donc L0 ,<v,.;< 8 alorsf (0)<f(v,)<f(vh+1) <F(8)orf(0) =0etf (8) =8 donc & V1< Vp42<
8.

La propriété est héréditaire donc est vraie poutrrialeN.

2. La suite ¢,,) est croissante majorée par 8 donc est convergerseune limitel comprise entrey (vo = 6) et 8.
Vn+1=f(vy), pour toutn de N,v,, 0 [0 ; 8] etf est continue sur [0 ; 8] doricest solution de I'équatioin(x) = x
0,4 _

1,4x—0,05x?=x < 0,4x—0,05x>=0 = x(0,4—0,05) =0 = x=0 oux = 005

£ est comprise entre 6 et 8 dahe 8.

Polynésie Septembre 2008 5



EXERCICE 4 6 points

Partie A - Etude de fonctionf .

1. Pourtoutréek,f (x)=In(e+2e ) .=In[e*1+2e?)]=In(E)+In(1+2e%).
donc pour tout réed, f (x) =x+In (1 +2 &2,

lim -2 x=-0
2. xlf - donc lim €?*=Cdonc lim In(1+2e?)=In1=0donclim f(X)=+o
im e* = X - +oo Xt i boo

f(X)—x=In (1 +2e&?) donc lim f(x) —x= 0 donc la droited) d’équationy = x est asymptote &) en +w.

La fonction exponentielle est strictement posigueR, donc 1 + 2 82*> 1 donc In (1 + 2@*) > 0.
Pour tout réek, f (X) —x > 0 donc € ) est au dessus dé)(
lim 2 x=-co
3. le - donc lim €* = Cdonc lim In (2 +€®*) =In 2 donc lim f(x) = +oo
m e’ = X - +oo X o> =0 X —» =00

X » =0

f(X)—(—x+In2)=In(1+28)—1In2donc lim f(xX) — (—x+1In2) =0 donc la droitedf d'équationy = —x + In 2 est asymptote

a)en —o.

e -2e . €'-2 .f’(x) a le méme signe quée- 2

4, f est définie dérivable siR, etf’(x) = — = —
e*+2e X e+ 26”*

€250 €222 < 2x=2In2 - xz%ln 2.

f est donc croissante s[% IN2;+ o [ et décroissante SL}— co ;% } doncf admet un minimum e%ln 2.

3
%InZzln(\/_Z) donce"V?) 4 26"V = 24 x L= o 2

NE

3
f (% In 2) =1In [sz = gln 2. Le minimum de la fonctioh est égall agm 2.

S
m
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Partie B - Encadrement d’'une intégrale.
1. Sur [2; 3], &) est au dessus dd)(donc! est I'aire comprise entre la courbe fdela droite d’équatiory = x et les droites
d’équations<= 2 etx = 3.

2. Soitg(x) =x—In (1 +x), g est définie dérivable (somme de fonctions dériegsur [0 ; wo[, g'(X) =1 —— = ——.

x = 0 doncg'(x) = 0 doncg est croissante sur [0 ;o4], donc pour touk de [0 ; +oof, g(X) = g(0) (org(0) = 0) doncg(x) =0
donc pour touX OO [0 ; +oo, In (1 +X) < X.

3. f(X-x=In(l+2e?)or2e ?*>0donc daprés la propriété précédente:l (1 + 2 € ¥*) <2 e 2

2x

Les fonctionx - In (1 + 2 & ) etx — 2 e ?* sont continues sur [2 ; 3] donc<0 < j 23 2e " dx

0<l< [ g 2 ] z soitO<l<e “—e®donc sl <e*— e ®<0,0159 soit & | <0,02.
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