LIBAN MAI 2006
Partie A : étude d’une fonction
Soitf la fonction définie sur I'intervalle [0 ; &[ par :f (X) =xIn (x +1).

Sa courbe représentative (C ) dans un repére antiab@O ‘u ,V) est donnée en annexe.
1.a. Montrer que la fonctiohest strictement croissante sur l'intervalle [0op f.

b. L’axe des abscisses est-il tangent a la courbea{Cpoint O ?
1 0x?
2. On pose | dx.
P jfo X+1
x? c
a. Déterminer trois réels, b etc tels que, pour tout# — 1, —ax+b+—.
x+1 X+1
b. Calculer I.
3. A l'aide d’une intégration par parties et dsukat obtenu a la question 2, calculer, en uritéses, I'aire A de la partie du
plan limitée par la courbe (C) et les droites datippnsx = 0,x =1 ety = 0.
4. Montrer que I'équatiom (x) = 0,25 admet une seule solution sur l'intervdlle; 1]. On noteo cette solution. Donner un
encadrement de d’amplitude 10°2.
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Partie B : étude d'une suite
1
La suite (1, ) est définie sur N par, =j0 x"In(x+1)dx.
1. Déterminer le sens de variation de la suite)( La suite @, ) converget-elle ?
2. Démontrer que pour tout entier naturelon nul, < u, < In+21.
n
En déduire la limite de la suita ().
CORRECTION

Partie A
X
l.a f'=InKx+1)+—
(9 =In G+ 1)+
x>0donc>(+1>1donc|n(+1)>0deméme%l>0doncf'(x)>03ur]0;+oo[
X

f'(0) = 0 dond est strictement croissante sur [0+

1.b. f(0) =0 donc la courbe passe parf QQ) = 0 donc la tangente en O est I'axe des alegiss

2 _ 2
2.2 X 1=x—1 donc =X — =x-1+——
x+1 x+1 x+1
1
2.b. I=[£x2—x+ln(x+1)} =In2—1
2 o 2
1 2
3. A:jlxIn(x+1)dxdoncA:[llen(x+1)} —}J‘l X—dxsoitA:EInZ—E(ln Z—EJ e
0 2 o 270 x+1 2 2 2 4



4, La fonctionf est définie continue strictement croissante syrl]o
f(0;1]=[0;In2]orIn2>0,25 donc I'équatif (x) = 0,25 admet une seule solutiordans [0 ; 1]
f (0,56) < 0,25 et (0,57) > 0,25 donc 0,56 < 0,57

Partie B
1.

1 n+1 1 n
un+1—un:IOx In(x+1)dx—'[o X" In (x+1)dx
Ups1—Up= I: X" (x=1) In (x+1)dx

si0<x<1lalorsx">0etk—1)<0deplusInX+1)=0
donc la fonctiorx — x"(1 =x) In (x + 1) est continue sur [0 ; 1] et négative sur 10 ;

doncI: X" (x=1)In(x+1)dx<0

Up+1—Up,<0donc (@,) est décroissante.

si0O<x<1lalorsx"=0eting+1)=0

donc la fonctiorx — x"In (x + 1) est continue sur [0 ; 1] et positive sur [ doncJ: x"In(x+1)dx=0

donc (1, ) est décroissante, minorée par 0 donc convengewe limite L et 1= 0

2. si0sx<lalorsIn(x+1)<In2
donc 0<x"In (x+ 1)< x"In 2

1 1
donc 0< .[O X"In(x+1)dx< .[O x"In (2) dx

1 1
Os'[0 x”ln(x+1)dxs|n2'[0 x"d x

. X+ 1
0< '[0 x"In(x+1)dx<In2

n+1j,
Os_flx"ln(x+1)dxs In2
0 n+1
. In2 s s .
lim el = 0 donc d’'aprés le théoréme des gendarnies, u, =0
n- +o n - +oo



